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L'Encyclopédie  des  Arts  du  dessin  et  de  la  Construc- 
tion publie  des  Mémentos  et  des  Traités.  Elle  vise  spécialement 
le  Dessinateur  et  Y  Architecte  de  même  que  par  des  publications 
analogues  sont  visés  Y  Ingénieur  et  le  Biologiste. 

Le  Mémento  (petit  în-8°  de  160  à  180  pages,  du  prix  de  2  fr.  50 
broché)  traité  le  sujet  sous  une  forme  abrégée.  Quoique  de 
petit  format  il  est  très  documenté.  C'est  avant  tout  un  livre  de 
poche,  celui  que  le  Professeur,  que  le  Dessinateur  ou  que  le 
Constructeur  peuvent  emporter  pour  le  consulter  soit  en  classe , 
soit  au  bureau  de  dessin,  soit  sur  le  chantier. 

Le  Traité  (grand  in-4°  de  400  à  500  colonnes  du  prix  de  15  fr.) 
s'occupe  des  mêmes  sujets  que  le  mémento,  mais  il  les  épuise 
complètement  ;  il  donne  toutes  les  démonstrations  et  toutes  les 
justifications  voulues  pour  apporter  la  conviction  dans  resprit  du 
Lecteur.  Le  Traité  est  donc,  par  excellence,  le  livre,  d'étude,  le 
volume  de  bibliothèque  et  l'ouvrage  d'enseignement.  Les  uns 
et  les  autres  sont  faits  dans  un  esprit  absolument  pratique,  en 
vue  de  professions  bien  déterminées. 

Ils  sont  complétés  par  des  mémentos  sur  les  sciences  auxiliaires 
que  doit  connaître  le  dessinateur  aussi  bien  que  l'architecte. 

11  paraît  environ,  par  année,  dix  Mémentos  et  deux  grands 
Traités. 
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AVANT-PROPOS 


DE    LA    SECONDE  ÉDITION 


Cette  seconde  édition  de  mon  Cours  de  géométrie  descriptive 
est  donnée  dans  le  format  des  Mémentos  de  l'Encyclopédie,  plus 
maniable,  pour  des  élèves,;  que  celui  des  Traités  de  la  même 
collection.  Elle  paraîtra  en  3  volumes. 

Ce  premier  volume  répond  aux  programmes  de  renseigne- 
ment primaire  supérieur,  de  renseignement  secondaire  moderne 
(sciences)  et  de  son  baccalauréat  spécial.  Il  s'applique  aussi  aux 
classes  de  mathématiques  élémentaires  et  aux  examens  d'admis- 
sion de  l'École  des  Beaux-Arts  (section  d'architecture),  de  l'École 
Saint-Cyr  et  de  l'Institut  agronomique 

La  méthode  adoptée  est  celle  que  j'ai  reçue  des  illustres  savants 
de  la  Gournerie  et  Ossian-Bonnet,  qui  lurent,  le  premier,  mon 
maître  à  l'École  Polytechnique  et,  le  second,  mon  prédécesseur 
à  l'École  des  Beaux- Arts. 

Ces  héritiers  directs  de  Monge  soutenaient,  comme  lui,  que 
la  géométrie  descriptive  n'est  qu'une  partie  de  la  Science  du 
dessin  et  que  les  meilleures  méthodes  sont  celles  que  l'on 
emprunte  aux  charpentiers,  aux  tailleurs  de  pierre,  aux  perspec- 
teurs  et  aux  architectes,  c'est-à-dire  à  ceux  qui  ont  à  en  faire 
l'application. 

J'ai  tenté,  dans  ces  modestes  leçons,  d'accentuer  encore  l'idée 
de  mes  Maîtres.  Avec  eux,  je  crois  que  tout  problème  avant  de 
faire  l'objet  d'une  épure,  doit  avoir  été,  au  préalable,  compris  et 
résolu  dans  l'espace,  comme  si  la  géométrie  descriptive  n'était 
pas  inventée.  Et  je  pense  que  la  meilleure  méthode,  quoi  qu'on 
en  dise,  pour  arriver  à  faire  comprendre  la  géométrie  descriptive 
se  résume  en  ces  mots  : 

Faire  voir  dans  V espace. 

Paris,  le  1er  Octobre  1899. 


J.-J.  PILLET. 
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INTRODUCTION 


I.  En  demandant  au  savant  illustre  dont  j'avais  suivi  les  leçons 
et  auquel  j'ai  eu  l'honneur  de  succéder  dans  la  chaire  de  Géo- 
métrie descriptive  à  l'Ecole  des  Beaux-Arts,  ta  permission  de 
lui  dédier  la  première  édition  de  cet  ouvrage,  j'avais  tenu  à 
acquitter  envers  Ossiax  Bonnet,  dans  une  bien  faible  mesure, 
il  est  vrai,  une  dette  de  reconnaissance  et  j'avais  voulu  laisser 
entendre  que  je  ne  m'écarterais  pas  des  excellentes  méthodes 
qu'il  avait  toujours  préconisées.  Je  vais,  en  quelques  mots, 
essayer  de  faire  comprendre  l'esprit  de  ces  méthodes.  Cela  me 
justifiera  peut-être  de  faire  paraître  un  nouveau  traité  de  géo- 
métrie descriptive,  alors  qu'il  en  existe  déjà  un  si  grand  nom- 
bre, rédigés  par  des  professeurs  si  distingués. 

II.  En  principe,  tout  problème  qui  se  pose  sur  les  corps 
solides  doit,  tout  d'abord,  être  résolu  dans  l'espace  et  comme  si 
la  géométrie  descriptive  n'était  pas  inventée  ;  après  quoi,  la 
science  que  Monge  a  créée,  en  coordonnant,  par  un  effort  de 
génie,  les  éléments  épars  dans  les  méthodes  de  trait  employées 
par  les  charpentiers  et  par  les  appareilleurs,  nous  permet  de 
réaliser  graphiquement,  sur  une  feuille  d'épure,  la  solution  qui 
a  été  trouvée  dans  l'espace. 

La  géométrie  descriptive  n'est  donc  pas  une  science  abstraite  ; 
c'est,  au  contraire,  et  par  excellence,  une  science  d'appli- 
cation. C'est  la  géométrie  appliquée  au  dessin  et  ce  n'est  pas 
autre  chose.  C'est  pourquoi  les  meilleurs  modes  de  représenta- 
tion et  les  meilleurs  tracés,  en  géométrie  descriptive,  sont  ceux 
qui  font  image. 

La  projection  sur  le  sol,  ou  projection  horizontale,  ou  bien 
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encore  le  plan  par  terre,  comme  disaient  et  comme  disent 
encore  les  praticiens,  est  la  projection  principale  de  toute  figure 
que  l'on  veut  représenter  géométralement. 

En  cotant  les  divers  points  de  cette  figure,  c'est-à-dire  en  en 
donnant  les  hauteurs,  soit  au-dessus  soit  au-dessous  du  sol,  on 
détermine  très  exactement  ces  points  dans  l'espace.  C'est  le 
système  de  représentation  par  plans  cotés.  Il  est  complet,  mais 
il  a  pour  inconvénient  de  ne  pas  faire  suffisamment  image  et 
la  représentation  purement  graphique  y  est  combinée  avec  des 
calculs  numériques. 

C'est  pourquoi,  dans  la  géométrie  descriptive  proprement  dite, 
au  plan  par  terre  on  joint  des  projections  verticales,  c'est-à- 
dire  des  projections  faites  sur  des  murs  verticaux,  lesquelles, 
sous  le  nom  d'élévations  et  de  coupes,  donnent  graphiquement 
les  hauteurs  et  ajoutent  à  l'aspect.  C'est  ce  qui  faisait  dire  très 
justement,  à  Ossian  Bonnet,  que  faire  la  projection  verticale 
d'un  point  revenait,  en  définitive,  à  donner  la  cote  figurée  de  ce 
point. 

III.  C'est  à  la  Stéréotomie,  principale  application  et  origine 
de  la  Géométrie  descriptive,  qu'il  faut  toujours  revenir  pour 
prendre  l'idée  juste  des  méthodes  à  adopter.  Or  il  n'est  pas  rare, 
dans  une  épure  de  stéréotomie,  d'avoir  une  seule  projection 
horizontale  des  voûtes  ou  des  charpentes  que  l'on  étudie,  et  de 
chercher,  tout  autour  de  ce  plan,  plusieurs  projections  verti- 
cales sur  des  murs  verticaux  différents,  chacun  de  ces  murs 
étant  choisi  soit  parce  que  la  représentation  de  telle  ou  de  telle 
partie  delà  construction  y  sera  plus  simple  ou  plus  imagée, 
soit  parce  que  la  solution  du  problème  à  résoudre  y  sera  plus 
immédiate. 

Dans  mes  leçons  de  géométrie  descriptive  je  procéderai  en 
m'inspirant  des  mêmes  principes.  C'est  ainsi,  pour  ne  prendre 
qu'un  exemple,  qu'un  plan,  à  mon  avis,  ne  sera  jamais  mieux 
défini  que  par  une  de  ses  horizontales  et  par  une  section  plane 
perpendiculaire  à  cette  horizontale,  c'est-à-dire  par  une  ligne  de 
plus  grande  pente.  C'est  à  tort  que  l'on  donne  à  la  trace  verticale, 
sur  un  mur  quelconque,  la  même  importance  qu'à  la  trace 
horizontale.  Le  plus  ordinairement  je  ne  me  servirai  pas  des 
traces  verticales  des  plans.  D'ailleurs  elles  sont  presque  toujours 
en  dehors  des  limites  de  l'épure.  . 

J'ai  rappelé  que  la  géométrie  descriptive  n'était  autre  chose 
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que  du  dessin  de  précision  (1).  C'est  pourquoi,  ayant  toujours  à 
notre  disposition  plusieurs  méthodes  de  trait  pour  résoudiv  un 
problème  donné,  nous  devrons  choisir  celle  qui  permet  d'exé- 
cuter les  constructions  dans  le  moindre  espace  et  qui  économise 
le  plus  possible  de  lignes.  Ces  quelques  explications  suffisent, 
je  pense,  pour  indiquer  au  lecteur  dans  quel  esprit  ce  livre  a  été 
conçu. 

IV.  J'ajouterai  que  ces  leçons  de  géométrie  descriptive  sont 
celles  que  je  professe  aux  Élèves  architectes  de  l'Ecole  des  Beaux- 
Arts  et  aux  Elèves  des  cours  préparatoires  de  l'École  des  Ponts 
et  Chaussées,  c'est-à-dire  à  des  jeunes  gens  qui  ont  immédiate- 
ment à  en  faire  l'application  soit  aux  ombres,  soit  à  la  cons- 
truction, soit  au  dessin  de  leurs  projets.  Avec  un  pareil  audi- 
toire, il  n'y  a  pas  à  s'égarer  dans  des  spéculations  vides  ni  à 
faire  montre  d'une  science  inutile;  c'est  un  grand  bien  pour  le 
Professeur  que  ces  conditions  maintiennent  dans  un  juste 
milieu. 

Je  n'entends  pas  dire,  loin  de  là,  que  lit  science  doit  être  bannie 
d'un  cours  de  géométrie  descriptive.  Sans  exiger  des  Elèves  qu'ils 
sachent  faire  la  démonstration  des  théorèmes  relatifs  aux  sur- 
faces, il  est  nécessaire,  cependant,  qu'ils  connaissent  les  énoncés 
de  ces  théorèmes  et  qu'ils  puissent  en  dégager  les  propriétés 
graphiques  dont  ils  auront  à  taire  l'application  dans  les  épures. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  s'ils  connaissent  les  conditions 
dans  lesquelles  deux  surfaces  du  second  degré  se  coupent  sui- 
vant deux  courbes  planes,  ils  éviteront,  dans  les  problèmes 
d'intersection  et  dans  les  recherches  d'ombre,  des  erreurs  sou- 
vent grandes,  et  qu'ils  pourront  réduire  au  nombre  strictement 
nécessaire  les  points  à  rechercher  pour  assurer  le  tracé  des 
courbes  qui  constituent  la  solution  du  problème. 

V.  Le  cours  que  je  publie  en  trois  parties,  est  complet,  puis- 
qu'il s'étend  depuis  les  plus  simples  éléments  relatifs  à  la  ligne 

(1)  On  a  le  grand  tort,  dans  les  lycées  et  dans  les  collèges,  d'en- 
seigner la  géométrie  descriptive  à  des  jeunes  gens  qui  n'ont  pas  encore 
fait  de  dessin  géométrique.  Ces  élèves  n'ont  jamais  rien  vu,  ni  rien 
observé,  ni  rien  représenté.  Il  eu  résulte  qu'ils  ne  voient  pas  daus 
l'espace  les  constructions  qu'ils  tracent  sur  le  papier.  Dans  ces  condi- 
tions, la  géométrie  descriptive  devient  une  sorte  de  jeu  de  patiencie, 
sans  intérêt  et  sans  portée. 

Un  professeur  de  géométrie  descriptive  devrait  savoir  dessiner;  il 
devrait  aussi  connaître  la  perspective  et  la  stéréotomie. 
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droite  et  au  plan,  jusqu'aux  surfaces  gauches  et  aux  surfaces 
hélicoïdales  ;  néanmoins  il  est  élémentaire,  en  ce  sens  que  les 
propriétés  de  ces  surfaces,  souvent  assez  compliquées,  y  sont 
étudiées  sans  le  secours  des  mathématiques  supérieures. 

Le  lecteur  qui  voudrait  approfondir  davantage  ces  questions 
trouvera,  dans  le  dernier  volume,  un  complément  relatif  à  la 
courbure  des  surfaces  et  aux  problèmes  d'ombres  qui  exigent 
des  notions  de  géométrie  infinitésimale. 

J'estime  enfin  que  la  géométrie  descriptive  doit  s'étudier  le 
compas  à  la  main  et  que  l'on  ne  peut  se  familiariser  avec  ses 
méthodes  que  si  l'on  fait  un  grand  nombre  d'épures.  C'est  pour- 
quoi j'ai  mis  dans  mon  livre  beaucoup  de  figures,  et  je  les  ai 
accompagnées  d'un  texte  extrêmement  concis  ;  c'est  aussi  pour- 
quoi j'engage  le  lecteur  à  étudier  ce  cours  en  exécutant,  ne 
serait-ce  que  sons  forme  de  croquis,  toutes  les  épures,  petites 
ou  grandes,  qui  s'y  trouvent. 

VI.  Les  épures  d'application,  comme  sont  celles  que  l'on  exige 
des  candidats  au*  Écoles  du  gouvernement,  demandent  des 
recherches  préalables  et  comme  une  sorte  de  travail  de  compo- 
sition qui  ne  sont  pas  sans  présenter  de  sérieuses  difficultés. 

Le  choix  des  méthodes  à  employer,  les  positions  relatives  à 
donner  aux  figures,  soit  d'ensemble  soit  de  détail,  pour  que  tout 
tienne  dans  la  feuille  et  s'y  présente  clairement  et  même  agréa- 
blement, les  détails  d'exécution  graphique,  les  conventions  géné- 
ralement adoptées  sur  la  nature  et  sur  la  grosseur  des  traits, 
etc.,  tout  cela  constitue  une  partie  en  quelque  sorte  pratique 
de  l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  qui  ne  saurait 
trouver  place  dans  les  leçons  abrégées  qui  vont  suivre.  11  appar- 
tient aux  Professeurs  de  dessin  géométrique  de  l'enseigner  aux 
Elèves,  et  de  savoir  choisir  des  sujets  d'épures  qui  soient  à  la  fois 
intéressants  et  instructifs.  Il  a,  d'ailleurs,  été  publié  à  ce  sujet 
des  ouvrages  excellents  dont  je  ne  saurais  trop  recommander 
l'emploi  (1). 

Octobre  1899. 

J.  P1LLET. 

(1)  Choix  d'Epurés,  par  MM.  Bécourt  et  Morel  : 

1er  volume:  Pour  les  candidats  à  Saiut-Cyr,  Institut  agronomique, 
Ecole  des  Beaux-Arts... 

2e  volume  :  Pour  les  candidats  aux  Ecoles:  Navale,  Centrale,  Poly- 
technique. . . 
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CHAPITRE  PREMIER 
GÉNÉRALITÉS 

§  I.  —  Les  Projections 

1.  But  de  la  géométrie  descriptive.  —  (a)  Représenter 
sur  une  surface  plane,  n'ayant  que  deux  dimensions  {lar- 
geur, et  profondeur),  les  objets  à  trois  dimensions  (lar- 
geur, profondeur  et  hauteur); 

(b)  Résoudre,  sur  les  dessins  obtenus,  tous  les  problè- 
mes que  Ton  pourrait  résoudre  dans  l'espace,  sur  les 
objets  eux-mêmes. 

2.  Différents  systèmes  de  projections.  —  (a)  Projections 


coniques  ou  perspective  (fig.  i).  —  0  est  la  position  de 
l'œil  du  spectateur  ;  T  un  tableau,  ordinairement  plan 
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et  vertical,  analogue  à  une  vitre  transparente.  Les  rayons 
visuels  tels  que  OA,  OB...  menés  de  l'œil  aux  différents 
points  A,  B....  de  l'objet  à  représenter,  recoupent  en 
a  b...,  le  tableau.  La  ligne  ab  est  l'image  perspective 
de  la  ligne  AB.  —  Si  la  ligne  AB  au  lieu  d'être  droite 
était  courbe,  l'ensemble  des  rayons  visuels  formerait  un 
cône,  d'où  le  nom  de  projection  conique. 

Analogie  complète  (fig.  2)  du  problème  de  la  perspec- 
tive et  de  celui  des  ombres  au  flambeau. 

(b)  Projections  cylindriques.  — Si  le  spectateur  précédent 
s'éloigne  à  l'infini,  ses  rayons  visuels  tendent  à  devenir 
parallèles,  et  la  projection  conique  devient  une  projection 
cylindrique.  Les  rayons  visuels  prennent  alors  le  nom  de 
projetantes .  Le  tableau  prend  le  nom  de  plan  de  pro- 
jection. 

La  projection  est  orthogonale  (on  dit  encore  droite),  si 
les  projetantes  sont  perpendiculaires  au  plan  de  projec- 
tion (fig.  3).  La  projection  est  dite  oblique,  s'il  en  est  au- 

Fig.  3  Fig.  4  Fig.  5 


trement  (fig.  4).  Les  projections  obliques  prennent  souvent 
le  nom  de  perspective  cavalière. 

On  remarquera  l'analogie  qui  existe  entre  les  projec- 
tions obliques  (fig.  4)  et  les  ombres  dites  au  soleil  (fig.  5). 

Nota.—  Jusqu'à  nouvel  ordre,  nous  ne  nous  occuperons 
que  des  projections  droites,  auxquelles  nous  donnerons  le 
nom  de  projection,  sans  ajouter  le  qualificatif  droite. 

3.  Défigurations  dues  aux  projections.  —  (a)  Défigura- 
tions partielles. 
1°  Une  droite  est  réduite,  comme  longueur,  en  projec- 
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tion  (fig.  6). —  Gela  résulte  de  ce  fait  que,  dans  un  triangle 
rectangle,  un  côté  de  l'angle  droit,  Ab,  est  plus  petit  que 
l'hypoténuse  AB.  En  perspective  cavalière  il  n'en  serait 


pas  de  même  :  la  projection  oblique,  cd,  d'une  droite 
pourrait  être  (fig.  4)  plus  grande  que  la  droite  elle- 
même  CD. 

2°  Il  en  est  de  môme  d'une  surface  (fig.  7)  ;  elle  est  ré- 
duite en  étendue. 

3°  Un  angle  peut  être  réduit  ou  amplilié  (fig.  7).  —  Cela 
résulte  de  ce  fait  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
est  égale  à  deux  droits.  Par  conséquent,  si  deux  des  an- 
gles étaient  réduits  par  la  projection,  le  troisième  serait 
forcément  augmenté. 

(b)  Dé figurations  nulles  (fig.  8).  —  Théorème.  —  Toute 
figure  plane  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  de  projec- 
tion s'y  projette  en  vraie  grandeur  et  parallèlement  à  elle- 
même. 


Fig.  6 


Fig.  7 
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Fig.  8 


'a 


En  effet,  la  figure  AB,  ab  est  un  parallélogramme,  puis- 
que les  lignes  Aa  et  Bb  sont  égales  et  parallèles.  Donc  AB 
est  égal  et  parallèle  à  ab. 
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De  même  le  triangle  ede  est  égal  au  triangle  CDE, 
comme  ayant  ses  trois  côtés  égaux.  Etc. 

(c)  Dê figurations  complètes  (fig.  9). 

Théorème.  —  Toute  figure  plane  dont  le  plan  P  estper- 
pendiculaire  au  plan  de  projection  s'y  projette  en  raccourci 
complet  suivant  une  ligne  droite  xy  qui  est  la  trace  de  son 
plan  sur  le  plan  de  projection. 

Gela  résulte  de  ce  théorème  que  :  lorsque  deux  plans, 
P  et  H,  sont  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre,  si  d'un 
point  B,  ou  A,  ou  C,  de  l'un  d'eux,  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  l'autre,  cette  droite  est,  tout  entière,  conte- 
nue dans  le  premier. 

Généralisation  au  cylindre  (fig.  10).  —  Toute  figure  tra- 


Fig.  9  Fig.  10 


cée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  perpendi- 
culaires au  plan  de  projection,  se  projette  suivant  une 
même  courbe  mn  qui  est  la  trace  de  ce  cylindre  sur  le 
plan  de  projection. 

Généralisation  aux  ombres  (fig.   il).  —  Toute  figure 


Fig.  il 


plane  ABC  dont  le  plan  passe  par  la  source  de  lumière 
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(soleil  ou  flambeau)  porte  ombre  sur  un  plan  (écran),  sui- 
vant une  droite  ai&ici  qui  est  la  trace  de  son  plan  sur 
l'écran.  (Généraliser  pour  la  perspective.) 

4.  Angle  droit  projeté  en  vraie  grandeur  (fig.  12).  — 
(a)  Théorème.  —  Pour  qu'un  angle  droit  BAC  se  projette 
en  vraie  grandeur,  il  suffit  qu'?m  seul  de  ses  côtés  (AG, 
par  exemple)  soit  parallèle  au  plan  de  projection  II . 

Démonstration  (fig.  12).  —  Supposons  le  plan  de  projec- 
tion H  horizontal  :  1°  AG,  qui  est  une  horizontale,  est 
perpendiculaire  à  Aa,  qui,  comme  projetante,  est  une 
verticale  ;  2°  AC,  par  hypothèse,  est  perpendiculaire  à  AB. 
Donc  AG  est  perpendiculaire  au  plan  P  qui  projette  AB; 
3°  ac,  qui  est  parallèle  à  AG  (n°3.ft),est  donc  aussi  perpen- 
diculaire au  plan  P  et  par  suite  à  toutes  les  droites  de  ce  I 
plan,  et,  entre  antres,  à  la  droite  ab.  G.  Q.  F.  D. 


{h)  Réciproque  n°  1 .  —  Si  un  angle  droit  se  projette  en 
vraie  grandeur,  un  de  ses  côtés,  au  moins,  est  parallèle 
au  plan  de  projection. 

Démonstration  (même  figure).  —  Soit  Q  le  plan  ACoc 
qui  projette  AC.  Supposons  que  AB  ne  soit  pas  horizon- 
tal, je  dis  alors  que  AC  l'est. 

En  effet  :  1°  AC  étant  par  hypothèse  perpendiculaire 
sur  AB  est  contenue  dans  un  plan  S  qui  serait  perpendi- 
culaire lui-même  à  la  droite  AB,  et  par  suite,  perpendi- 
culaire aussi  au  plan  P  qui  contient  AB.  Déplus,  comme 
AC  n'est  pas  horizontale,  ce  plan  S  n'est  pas  vertical  et 
ne  saurait  se  confondre  avec  le  plan  Q.  (Sur  la  fig.  12,  le 
plan  S  n'est  pas  représenté). 
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2°  Par  hypothèse,  la  droite  ac  étant  perpendiculaire 
suraft,et  aussi  sur  Aa  qui  est  une  projetante,  est  perpen- 
diculaire elle-même  sur  le  plan  P  :  Donc  le  plan  Q  qui 
passe  par  ac  est  lui-même  perpendiculaire  sur  le  plan  P. 

3°  Donc  AC  étant  à  la  fois  dans  deux  plans  dis- 
tincts, S  et  Q,  qui  sont  perpendiculaires  tous  deux  au 
plan  P,  est  elle-même  perpendiculaire  à  ce  plan  et  par 
conséquent  est  parallèle  à  sa  projection  ac,  qui  est  aussi 
perpendiculaire  sur  P.  C.  Q.  F.  D. 

(c)  Réciproque  w°  2.  -  Si  un  angle  ayant  un  de  ses 
côtés  parallèle  au  plan  de  projection,  se  projette  suivant 
un  angle  droit,  cet  angle  est  droit  dans  l'espace ♦  (Dé- 
monstration facile.) 

Nota.  —  Ces  théorèmes  ne  sont  vrais  qu'en  projection 
orthogonale.  Ils  cessent  de  l'être  pour  la  perspective  ou 
pour  les  ombres  au  flambeau,  ainsi  que  pour  les  projec- 
tions obliques,  ou  pour  les  ombres. 

5.  Définitions.  —  (a)  Projections.  —  Projetante  d'un 
point  (Aa,  fig.  3).  —  Plan  projetant  une  droite  (plan  AB, 
ab,  fig.  3).  —  Prisme  projetant  un  polygone  (fig.  7).  — 
Cylindre  projetant  une  courbe  (fig.  8). 

(b)  Perspective.  —  Rayon  visuel  d'un  point  (oA,  fig.  1).  — 
Plan  perspectif  d'une  droite  (plan  ABo,  fig.  1).  —  Cône 
perspectif  d'une  courbe. 

(c)  Ombres.  —  Rayon  lumineux  d'un  point  (Fbbu  fig.  2). 
—  Plan  d'ombre  d'une  droite.  —  Cône  ou  cylindre  d'ombre 
d'une  courbe. 

Nota.  —  On  devra  bien  remarquer  l'analogie  qui  existe 
entre  toutes  ces  définitions. 
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LE  POINT  ET  LA  LIGNE  DROITE 
§  i .  —  Le  point 

6.  Insuffisance  d'une  seule  projection,  à  moins  qu'elle  ne 
soit  cotée.  —  {a)  Une  seule  projection  (a)  sur  un  plan  hori- 
zontal, (ou  sol)  est  insuffisante  pour  déterminer  un  point  A 
de  l'espace.  Il  faut  y  joindre  la  cote  de  hauteur  du  point. 
—  Cette  hauteur  est  positive,  quand  le  point  est  au-dessus 
du  plan  horizontal,  négative,  quand  il  est  au-dessous. 

En  effet,  tout  autre  point,  tel  que  B,  situé  surlaprojetante 
Aa,  aurait  la  même  projection,  a,  que  A.  Mais  si  Ton 
donne  la  hauteur  a\,  du  point  et  son  sens  (positif  ou 
négatif)  alors  un  seul  point  A,  a  pour  projection  cotée,  a. 


Fig.  13  Fig.  14 

B 


Ci 


(b)  Une  seule  projection  horizontale  d'une  droite  est  in- 
suffisante pour  la  déterminer  dans  l'espace  (fig.  14).  — 
En  effet  toutes  les  droites  qui  ont  le  même  plan  projetant 
P,  auront  aussi  la  même  projection  ab.  Mais  si  l'on  donne 
les  hauteurs  Aa  et  Bb,  de  deux  de  ses  points,  alors  la 
droite  AB  est  déterminée  par  sa  projection  cotée. 

(c)  Une  seule  projection  (a')  sur  un  plan  vertical  [ou  mur) 
est  insuffisante  pour  déterminer  un  point  A,  de  l'espace. 
Elle  devient  suffisante  si  Ton  donne  la  profondeur  (y)  de 
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ce  point  :  cette  profondeur  est  positive  si  A  est  en  avant 
du  mur,  et  négative  s'il  est  en  arrière  (fig.  15). 


Nota.  —  Les  projections  verti  cales  cotées  sont  peu 
employées. 

7.  Usage  des  projections  cotées.  —  Problèmes  graphi- 
ques. —  Une  droite  étant  donnée  par  les  projections 
cotées,  de  deux  de  ses  points,  déterminer  :  1°  la  vraie 
grandeur  de  cette  droite;  2°  sa  trace  sur  le  plan  horizon- 
tal; 3°  l'angle,  a,  qu'elle  fait  avec  le  plan  horizontal  (fig.16). 

1er  cas.  —  Droite  ab.  —  Les  cotes  de  a(  +  15)  et  de 
fc(-f-45)  sont  toutes  deux  positives.  —  Aia,  Bi&,  est  le 
rabattement  du  trapèze  formé,  dans  l'espace,  par  les  deux 
projetantes,  par  la  droite  AB,  et  par  sa  projection  ab. 

AiBi  est  la  vraie  grandeur  de  AB.  —  H  en  est  la  trace 
horizontale.  —  a  l'angle  fait  avec  le  sol,  ou  plan  horizontal. 

£e  cas.  —  Droite  cd.  —  Le  point  C  a  une  hauteur  néga- 
tive ( — 20),  le  point  D  une  hauteur  positive  (+35).  — 
(3  est  la  trace.  —  $  est  l'angle.  —  GiDi  est  la  vraie  gran- 
deur. Pour  l'observateur  situé  à  l'infini,  au-dessus  du  sol 
la  droite  est  vue,  de  d  en  (3  et  cachée  de  p  en  c  (1). 

(1)  Problèmes  a  résoudre  en  épures.  —  1°  On  donne  un  triangle  par 
les  projections  cotées  de  ses  trois  sommets  ABC.  —  Déterminer  la 
vraie  grandeur  de  ce  triangle.  —  2°  Même  problême,  mais  on  suppo- 
sera que  l'un  des  sommets  ait  une  hauteur  négative.  —  On  déterminera 
les  traces  des  deux  côtés  qui  passent  par  ce  sommet  et  on  en  déduira 
la  trace  du  plan  du  triangle. 


Fig.  15 


B 


positif 


négatiï 
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Remarque.  —  Il  faut  toujours  joindre,  à  une  projection 
cotée,  une  échelle  indiquant  le  rapport  constant  dans 
Jequel  les  longueurs  doivent  être  réduites. 


Fig.  16 


Nota.  —  Les  lignes  cachées  se  font  en  ponctué  

Les  lignes  vues,  en  trait  plein,  assez  fort  — — — 

Les  vraies  grandeurs  rabattues,  en  trait  mixte  noir 
 ou  encore  en  trait  bleu,  plein  et  assez  fort. 

Les  lignes  de  construction,  en  pointillé  fin  noir  

ou  encore  en  trait  rouge,  plein  et  très  fin . 

8.  Double  projection  sur  un  sol  et  sur  un  mur.  —  Un 

point  A  de  l'espace  est  parfaitement  déterminé  si  l'on 
donne,  à  la  fois,  sa  projection  a,  sur  un  sol  ou  plan  hori- 
zontal, et  sa  projection  a'  sur  un  mur  ou  plan  vertical. 
En  effet,  A  peut  se  retrouver  dans  l'espace,  en  menant 
par  ses  deux  projections  a  et  a'  ce  que  nous  nommerons 
ses  deux  projetantes  inverses,  ak  et  a' A,  qui  se  recoupe- 
ront en  A,  dans  l'espace  (fig.  17). 

Rem.  I.  —  La  projection  horizontale,  a,  du  point  se 
nomme  le  plan  ou  mieux  encore  le  géométral,  et  la  pro- 
jection verticale,  a',  Y  élévation  du  point  A. 

Rem.  II.  —  L'intersection  du  sol  et  du  mur  (ce,  y)  se 
nomme  la  ligne  de  terre. 

Rem.  III.  —  Les  trois  coordonnées  du  point  A  sont  : 
1°  sa  largeur,  ou  l'a?  du  point  :  on  la  mesurera  de  0 

MEM.  P.  B.  2 
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en  a",  sur  la  ligne  de  terre  ; 
2°  sa  profondeur  ou  Yy  du  point. 

La  profondeur  se  mesure  soit  dans  l'espace  de  a'  en  A, 
soit,  mieux  encore,  sur  le  géométral,de  a"  en  a  par  la  dis- 
tance du  géométral  à  la  ligne  terre. Si  y  est  positif,  a  est  en 
avant  de  la  ligne  de  terre  ;  si  y  est  négatif,  a  est  en 
arrière  ; 

3°  sa  hauteur,  ou  le  z  du  point    (z  =  Aa). 

La  hauteur  se  mesure,  en  élévation,  par  la  distance  a" a! 
de  l'élévation  à  la  ligne  de  terre.  Si  le  z  est  positif,  a'  est 
au-dessus  de  la  ligne  de  terre  ;  si  le  z  est  négatif,  a'  est 
&a-dessous. 

Fig.  17  Fig  18 

Eptir 


2 

<  JC  > 

.3/ 

Rem.  IV.  —  Chaque  projection  constituerait  une  épure 
spéciale  qui  pourrait  être  faite  sur  une  feuille  de 
papier  distincte.  On  convient  de  les  dessiner  sur  une 
même  feuille  en  les  plaçant  en  concordance  de  largeur. 
Cela  revient  à  faire  coïncider  le  plan  vertical  avec  le  plan 
horizontal  après  avoir  fait  tourner  l'un  des  deux  (ordi- 
nairement le  mur)  autour  de  la  ligne  de  terre  comme 
charnière,  jusqu'à  ce  qu'il  coïncide  avec  l'autre  (le  sol). 
On  a,  dès  lors,  l'épure  ci-contre  (fig.  1*8). 

On  y  voit  a'  et  a  sur  une  même  ligne  de  rappel,  a' d'à, 
perpendiculaire  sur  la  ligne  de  terre.  Les  trois  coordon- 
nées du  point  A  sont  toutes  visibles  sur  l'épure,  savoir  : 
l'a?  (largeur)  de  o  en  a";  Y  y  (profondeur)  de  a"  en  a  et 
le  z  (hauteur)  de  a"  en  a'. 

Rem.  V.  —  Définitions.  —  Le  qualificatif  «  géomé- 
tral »  s'applique  d'une  façon  générale  à  toute  représen- 
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tation  des  objets  dans  leur  vraie  grandeur  ;  par  opposition 
à  leur  représentation  perspective  :  Ainsi  la  représenta- 
tion par  projections  droites  est  essentiellement  une 
représentation  gèomêtrale. 

Néanmoins,  en  perspective  linéaire,  le  plan  horizontal 
de  projection  se  nomme  «  le  gèomètral  »  ;  c'est  pourquoi, 
afin  d'éviter  l'emploi  des  expressions  trop  longues  : 
((  projection  horizontale,  projection  verticale  »,  d'un  point 
ou  d'une  figure,  nous  dirons  donc  V élévation  et  le  gèomètral, 
de  ce  point  ou  de  cette  figure,  (par  abréviation  :  Vèlèv.  et 
le  gèom.). 

9.  Les  quatre  dièdres.  —  Suivant  la  position  occupée 
par  un  point  A,  13,  G  ou  D  dans  l'espace  on  le  dit  dans 
l'un  des  quatre  dièdres,  et  ses  projections  se  présentent 
comme  ci-dessous  (fig.  19  et  20). 


Fig.  19 

2e  Dièdre  lerDièdre 


1er  Dièdre,  (  y,  positif;  a  eu  avant  de  la  ligne  de  terre. 

(point  A)  f  z,  positif;  a'  au-dessus  de  la  ligne  de  terre. 

2e  Dièdre,  (  y,  négatif;  b  en  arrière  de  la  ligne  de  terre. 

(point  B)  (  z,  positif;  b'  au-dessus  de  la  ligne  de  terre. 

3e  Dièdre,  (  y,  négatif;  c  en  arrière  de  la  ligne  de  terre. 

(point  G)    (  z,  négatif;  c'  au-dessous  delà  ligne  de  terre. 
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4  e  Dièdre,  (  y,  positif;  d  en  avant  de  la  ligne  de  terre. 

(point  D)  (  z,  négatif;  df  au-dessous  delà  ligne  déterre. 

Cette  opération  constitue  la  mise  en  largeur,  en  pro- 
fondeur et  en  hauteur  d'un  point.  Il  faut  retenir  les  prin- 
cipes suivants  ;  on  mesure  : 

Fig.  20 

Epure. 


Dessus  et  arrière. 

:  !  7/ 

.a' 

+2 

a" 

je?' 

+y 

if 

Dessous  et  avant. 

Dièdres. 

Les  largeurs  sur  la  ligne  de  terre. 

Les  profondeurs  (grandeur  et  signe)  sur  le  plan  ou  géom. 
Les  hauteurs  (grandeur  et  signe)  sur  Y  élévation. 


§2.  —  La  ligne  droite 
40.  Représentation  de  la  ligne  droite  (fig.  21  et  21  bis). 

Fig.  21  bis 


al 

b 

b 

—  (a)  Cas  général.  —  Une  droite  AB,  de  l'espace,  sera 
définie  par  ses  deux  projections  ab,  a'b'. 
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En  effet,  si  on  se  donne  ab  et  a'V,  en  menant  par  ces 
droites  les  fou*  plans  projetants  inverses  P  (plan  projetant 
horizontalement)  et  Q  (plan  projetant  verticalement),  ils 
se  recouperont  dans  l'espace  suivant  la  droite  AB,  et  ne  se 
recouperont  que  suivant  cette  droite. 

(b)  Exception.  —  Si  la  droite  est  de  profil  (tig.  22),  c'est- 
à-dire  dans  un  plan  P  perpendiculaire  à  la  ligne  déterre, 
à  ses  deux  projections,  ab,  a'b'  ne  répondent  plus  deux 
plans  projetants  distincts.  Ils  n'en  font  qu'un  seul  P;  par 

Fig.   2  Fig.  23 


-a' 
b' 

.6 
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suite  l'intersection  AB  dans  l'espace  est  indéterminée. 
Toute  autre  droite  CD,  du  môme  plan  de  profil  P,  aurait 
les  mômes  projections  que  AB.  Dans  ce  cas,  pour  lever 
l'indétermination,  il  faut  se  donner  (fig.  23)  les  projec- 
tions a  et  a',  b  et  b'  de  deux  points  distincts. 


11.  Problèmes  sur  la  ligne  droite  (Tiacts  d'une  droite, 

fig.  24).  —  (a)  Problème  1.  —  Prendre  un  point  [aa')  de 
hauteur  donnée  z  (fig.  A). 

Fig.  24 

A  B  C 

Trace  vert1.0 


la 


Puisque  les  hauteurs  se  mesurent  en  élévation  (n°  8 
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et  9),  cela  revient  à  trouver,  en  élévation,  un  point  a' 
qui  soit  a  la  hauteur  donnée  z,  au-dessus  de  la  ligne  de 
terre.  (Solution  évidente  sur  la  fig.  A)  V élévation  a'  une 
fois  trouvée,  on  en  déduit  le  géom.,  a,  par  une  ligne  de 
rappel. 

(b)  Cas  particulier.  —  La  hauteur  sera  nulle  (z  =  0) 
(fig.  A). 

Cela  revient  à  prendre  le  point  dont  l'élévation  h'  est 
sur  la  ligne  de  terre.  On  en  déduit  H  sur  le  géom. 

(c)  Trace  horizontale.  —  t°  Le  point  Eh',  de  hauteur 
nulle,  se  nomme  la  trace  horizontale  de  la  droite; 

2°  Nous  avons  mis,  sur  le  géom.,  la  grande  lettre  H  et 
non  pas  h,  parce  que  c'est  le  point  lui-même  et  non  pas 
sa  projection  que  nous  avons  en  H. 

(d)  Problème  2.  —  Prendre  un  point  (bbf)  de  profondeur 
donnée  y.  Solution  analogue  (fig.  B). 

(e)  Trace  verticale.  —  Chercher  en  v'v  le  point  de  pro- 
fondeur nulle  [y  =  0).  Le  point  v'v,  de  profondeur 
nulle,  se  nomme  la  trace  verticale  (fig.  C). 

(f)  Problème  3.  —  Connaissant  les  traces  (H  et  v') 
d'une  droite,  construire  les  projections  de  la  droite  (fig.  C). 

12.  Droites  dans  des  positions  particulières  et  usuelles 

(fig.  25).  —  (À)  Droite  verticale  (Perpendiculaire  au  plan 
horizontal). 

Fig.  25 
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Sa  projection  horizontale  ab  est  réduite  à  un  point. 
Sa  projection  verticale  a'V  est  perpendiculaire  à  xy. 
(B)  Droite  debout  (Perpendiculaire  au  plan  vertical). 
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Sa  projection  verticale  est  réduite  à  un  point  c'd'. 
Sa  projection  horizontale  est   perpendiculaire  h  xy, 
c'est  cd. 

(G)  Droite  de  niveau.  (Parallèle  au  plan  horizontal.  N'a 
pas  de  trace  horizontale.) 

En  élévation,  v'f,  elle  est  parallèle  h  xy.  En  géom.,  vf, 
elle  est  quelconque  ;  mais  projetée  vraie  grandeur.  $  est 

Y  angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  vertical  ou  mur. 

(D)  Droite  de  front.  (Parallèle  au  mur.  N'a  pas  de  trace 
verticale.) 

En  géom.,  gU,  elle  est  parallèle  à  xy.  En  élévation,  g' h\ 
elle  est  quelconque;  mais  projetée  vraie  grandeur,  a  est 

Y  angle  qu'elle  fait  avec  le  sol,  ou  plan  horizontal. 

(E)  Droite  fronto-horizontale.  Parallèle  à  xy. 

En  plan  et  en  élévation  elle  est  parallèle  à  xy.  Elle  est 
en  vraie  grandeur  sur  les  deux  projections.  Elle  n'a  pas 
de  traces. 

(F)  Droite  quelconque.  (Voir  fig.  24.) 

Engéom.,  vH,  quelconque.  En  élévation,  v'h',  quelcon- 
que. N'est  en  vraie  grandeur  sur  aucune  projection.  Ni  le 
géom.,  ni  l'élévation  ne  donnentles  angles  g  et  p,  qu'elle 
fait  avec  les  plans  de  projection. 

13.  Positions  relatives  des  droites.  —  (a)  Droites  paral- 
lèles. —  Théorème.  —  Si  deux  droites  sont  parallèles, 
leurs  projections  sont  parallèles.  Cela  résulte  de  ce  fait 
que  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troi- 
sième, sont  parallèles  (fig.  26).  Les  deux  plans  parallèles 
sont  les  plans  projetant  chacune  des  droites.  Ils  sont 
parallèles  comme  contenant,  d'une  part,  deux  droites  AB 
et  CD  parallèles  par  hypothèse,  et,  d'autre  part,  des  pro- 
jetantes également  parallèles,  puisque  nous  supposons 
les  projections  cylindriques.  On  généralisera  pour  les 
projections  obliques  et  pour  les  ombres  au  soleil. 

Le  fait  n'a  plus  lieu  dans  la  perspective  ou  dans 
les  ombres  au  flambeau,  parce  qu'alors  les  projetantes  ne 
sont  pas  parallèles  entre  elles.  En  effet,  en  perspective, 
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deux  droites  parallèles  doivent  être  figurées  concourantes 
en  un  point  qui  se  nomme  leur  point  de  fuite,  et  qui  est 
la  perspective  du  point  h  l'infini  de  chacune  des  paral- 
lèles. 


(2°)  Théorème  réciproque.  —  Si  deux  droites  ont  leurs 
deux  projections  de  même  nom  respectivement  parallèles, 
elles  sont  parallèles  dans  l'espace. 

En  effet  (fïg.  26)  :  soit  ab  parallèle  à  cd,  en  géom.  Si  on 
mène  les  plans  projetants  inverses  P  et  Q  ils  sont  paral- 
lèles pour  la  même  raison  que  ci-dessus  :  Donc  1°  AB  et 
CD  sont  dans  deux  plans  parallèles,  ce  qui  ne  serait  pas 
suffisant  pour  démontrer  le  théorème  ;  mais  si,  de  plus, 
les  deux  élévations  a'V  et  c'd!  sont  parallèles,  alors  les 
plans  projetant  verticalement  P'  et  Q'  sont  aussi  paral- 
lèles et  les  droites  AB,  CD,  de  l'espace,  sont  parallèles 
comme  intersections  de  quatre  plans  parallèles  deux  à  deux. 

(3°)  Généralisation.  —  Si  deux  droites  ont  leurs  projec- 
tions, sur  un  seul  plan,  parallèles  ainsi  que  leurs  ombres 
au  soleil,  elles  sont  parallèles  dans  l'espace. 

(b)  Reconnaître  si  deux  droites  de  profil  sont  parallèles 


Emploi  des  projections  obliques.  1°  On  choisit  arbitrai- 
rement en  RR'  la  direction  de  rayons  lumineux  parallèles 
entre  eux.  —  2°  On  cherche  en  at&i  et  cidi  les  ombres 
portées  des  droites  (ab,  a'b')  et  (cd,  c'd')  sur  le  sol,  ce  qui 
revient  à  chercher  en  afiid  et  d\  les  traces  horizontales 


Fig.  26 


(fig.  27). 
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des  rayons  lumineux  (n°  11).  On  constate  que  les  ombres 

Fig.  27. 


x    \*t   \ï  \ç/  y 
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«i&i  et  ddi  ne  sont  pas  parallèles,  donc  il  en  est  de  même 
des  droites  AB  et  CD  dans  l'espace. 
(c)  Droites  concourantes  (fig.  28). 

Les  projections  horizontales  A  et  B  se  rencontrent  en 

Fig.  28 


m.  Les  deux  projections  verticales  se  rencontrent  en  m'. 
Les  deux  points  m  et  m'  doivent  être  sur  une  même  ligne 
de  rappel. 

(d)  Droites  orthogonales  (fig.  29). 

Dans  le  cas  seulement  où  Tune  d'elles  est  de  front  ou  de 


x. 


-y 


niveau,  l'angle  droit  qu'elles  forment  est  en  vraie  gran- 
deur, en  élévation,  ou  en  plan. 

mem.  p-  b.  3 
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Sur  la  figure  29,  la  droite  A  est  de  front  ;  comme  l'angle 
A'm'B'  est  droit  en  élévation,  on  en  conclut  qu'il  est  éga- 
lement droit  dans  l'espace.  (n°  4.  Réciproque  n°  2.) 


§  3.    —  DÉPLACEMENTS  POUR  LE  POINT  ET  POUR  LA  DROITE 

d 4.  Généralités  sur  les  déplacements.  —  Lorsque  l'on 
veut  changer  l'aspect  sous  lequel  apparaît  un  objet  en 
projection,  il  faut  ou  bien  : 

1°  (fig.  30).  —  Laisser  l'objet  en  place  et  changer  la 
position  de  la  personne  qui  regarde  :  ce  qui  revient  (puis- 


Fig.  30 


que  l'observateur  est  supposé  à  l'infini)  à  changer  le  plan 
(mur  ou  sol)  sur  lequel  on  fait  la  projection  (mur  Vi 
substitué  à  mur  Y).  Cela  constitue  un  déplacement  du 
spectateur  ou  changement  de  plan  (ici  changement  demur); 
2°  (fig.  31).  —  Laisser  en  place  le  spectateur,  c'est-à-dire 


Fig.  31 


le  plan  (mur  ou  sol)  sur  lequel  on  projette,  mais  alors 
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faire  déplacer  l'objet  devant  le  spectateur  afin  de  le  mon- 
trer sous  l'aspect  voulu.  C'est  faire  ce  que  l'on  nomme 
une  rotation,  ou  encore  un  déplacement  de  l'objet. 

Le  déplacement  sera  dit  de  front,  si  tous  les  points  dé- 
crivent des  trajectoires  parallèles  au  mur  ;  il  sera  dit  de 
niveau,  si  ces  trajectoires  sont  parallèles  au  sol. 

15.  Changement  de  mur,  pour  un  point.  —  [a)  Problème. 
—  Connaissant  les  deux  projections  d'un  point,  trouver 
ses  deux  projections  quand  on  change  de  plan  vertical  et 
que  l'on  conserve  le  plan  horizontal. 

(b)  Règle.  —  Le  sol  est  conservé,  l'objet  n'a  pas  bougé, 
donc  :  1°  Le  géométral  (ou  projection  horizontale)  n'a  pas 
changé,  et  2°  les  hauteurs  des  différents  points  sont  con- 
vervées.  (Espace  fig.  30.  —  Epure  fig.  32). 

Par conséquent,dcspoints  a  et&,  en  géométral, on  mène 
les  lignes  de  rappel  ad\bb\  sur  la  nouvelle  ligne  de  terre 
et  on  reporte,  en  nouvelle  élévation,  les  hauteurs 
[a!\a\  —  a"a')  et  (b'\b\—b"b')  prises  sur  l'ancienne 
élévation. 


Cette  opération  constituera  ce  que  nous  nommerons 
un  report  des  hauteurs. 

On  voit  qu'elle  répond,  en  définitive,  à  un  déplacement 
de  niveau  du  spectateur.  Ce  dernier  s'est  pour  ainsi  dire 
promené  sur  le  sol  en  gardant  l'œil  toujours  à  la  même 
hauteur. 

(c)  Nota.  —  On  pourrait  conserver  le  mur  et  changer 


Fig.  32 
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de  sol,  mais  cette  opération  ne  se  fait  presque  jamais  si 
ce  n'est  pour  prendre  un  nouveau  sol  parallèle  au  premier. 
En  effet,  le  plan  horizontal  est  essentiellement  le  plan  de 
stabilité  des  édifices.  Sa  direction,  unique,  s'impose,  sur- 
tout dans  les  épures  relatives  à  la  construction  et  Ton  ne 
saurait  changer  cette  direction.  Au  contraire,  tous  les 
plans  verticaux  ont  les  mêmes  propriétés  de  stabilité  et 
nous  aurons  souvent,  dans  une  même  épure,  un  seul 
'plan  (1),  et,  autour  de  ce  plan,  autant  élévations  ou  de 
coupes  verticales  qu'il  sera  nécessaire. 

16.  Déplacement  de  niveau,  ou  rotation  autour  d'un 
axe  vertical.  (Espace  tig.  33.  —  Epure  fig.  34). 

(a)  Solution  dans  Vespace.  —  OZ,  Taxe  de  rotation,  dans 
l'espace.  Il  est  projeté,  en  géométral,  suivant  un  point  0, 
et  en  élévation,  suivant  O'Z',  perpendiculaire  sur  XY. 


Fig.  33 
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G,  le  point  dans  l'espace.  (Projections  ce'.)  Le  point  C 
est  rattaché  à  l'axe  par  la  perpendiculaire  GO,  nommée  : 
le  rayon  de  rotation  du  point  C.  En  plan,  le  rayon  de 
rotation  est  projeté,  vraie  grandeur,  suivant  co.  En 
tournant,  le  point  C  décrit  le  cercle  de  rotation,  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  l'axe.  En  plan,  le  cercle  de 
rotation  se  projette,  vraie  grandeur,  car  il  est  parallèle  au 
sol.  En  élévation,  suivant  une  droite  c'c\,  parallèle  à  xy 
—  a  est  Vangle  de  rotation, 

(1)  En  application  le  plan  d'un  édifice  c'est  sa  projection  horizontale  ; 
c'est  pourquoi  les  expressions  le  plan,  le  géometral  ou  la  projection 
horizontale,  d'une  figure  sont  équivalentes. 


DÉPLACEMENTS  POUR  LE  POINT  ET  POUR  LA  DROITE  21 


(b)  Epure  (fig.  34).  —  o,  o"o'  est  l'axe  ;  ce',  est  le  point. 
En  géométral,  oc  est  le  rayon  de  rotation  R  (vraie  gran- 
deur). En  plan,  le  cercle  de  rotation  est  cci  (vraie  gran- 
deur). On  arrête  la  rotation  en  c4,  après  avoir  tourné 
de  l'angle  a  voulu,  et  ci  est  la  nouvelle  projection  hori- 
zontale du  point  c.  Pour  avoir  la  nouvelle  élévation,  on 
remarque  que  la  hauteur  cV  n'a  pas  changé  ;  il  suffit 
donc  de  faire  de  c'\  en  c\  un  report  de  la  hauteur  primi- 
tive cV. 

(c)  Nota.  —  Remarquer  l'analogie  complète  entre  la 
rotation  autour  d'un  axe  vertical,  ou  déplacement  de  ni- 
veau de  V objet,  et  le  changement  de  mur  ou  déplacement  de 
niveau  du  spectateur.  Pour  ctiRque  opération,  en  dernière 
analyse,  la  question  revient  à  faire  un  report  de  hauteurs  : 
seulement,  dans  le  changement  de  mur,  le  géométral  ou 
projection  horizontale  ne  change  ni  de  place  ni  de  figure, 
tandis  que  dans  la  rotation  ce  géométral  doit  être  changé 
de  place  ;  il  y  aura  donc,  en  général,  économie  de  cons- 
tructions à  employer  le  changement  de  mur,  de  préférence 
à  la  rotation. 

17.  Déplacement  de  front  ou  rotation  autour  d'un  axe 
de  bout.—  Mômes  constructions  que  n°  16  (épure,  fig.  35). 

(a)  Epure.  —  02,  axe  de  rotation,  de  bout,  c'est-à-dire 
perpendiculaire  au  mur. 

Fig.  35 


j 
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ad,  point  dans  sa  position  primitive. 
o'o,  centre  de  rotation. 
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a'a't,  cercle  de  rotation,  vraie  grandeur  en  élévation, 
a,  angle  de  rotation. 

a'i,  nouvelle  élévation  du  point  ayant  tourné. 

Dans  ce  mouvement  de  front  la  profondeur  (aa")  ne 
change  pas  ;  on  fait  donc  de  d\  en  a4  un  report  de  pro- 
fondeur, ce  qui  donne  en  a\  la  nouvelle  projection  hori- 
zontale. 

(b)  Nota.  —  Cette  opération  serait  analogue  au  change- 
ment de  plan  horizontal  ou  déplacement  de  front  du 
spectateur.  Dans  chaque  cas  on  serait  amené  à  faire  un 
report  de  profondeurs  ;  mais  tandis  que  le  changement  de 
plan  horizontal  n'est  presque  jamais  employé  (v.  15,  nota), 
par  contre,  le  déplacement  de  front  d'une  figure  Test  très 
souvent,  surtout  sous  le  nom  de  rabattement. 

18.  Applications.  —  (a)  Déplacement  de  niveau  d'un 
triangle.  —  C'est  une  rotation  autour  d'un  axe  vertical 
(fig.  36). 

(a)  Épure.  —  Soit  ol  l'axe  de  rotation. 


Fig.  36 


En  gêomètral  on  décrit,  du  pied  de  l'axe  o,  comme  cen- 
tre, les  trois  cercles  de  rotation  aax,  bbu  cclt  et,  prenant 
sur  ces  circonférences  des  arcs  d'un  même  nombre  de 
degrés,  on  obtient  le  nouveau  géométral  au  &i,  ci. 
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En  élévation,  on  fait  un  report  de  hauteurs,  ce  qui 
donne  l'élévation  nouvelle  a\,  b\,  c\. 

(b)  Remarque  importante.  —  Le  nouveau  géométral 
at&ici  est  superposable  à  l'ancien  abc.  Son  orientation 
seule  est  différente.  Donc  il  est  inutile  de  s'imposer  la 
position  de  Vaxe  oZ.  On  décalquera  l'ancien  géométral 
abc,  quelque  compliqué  qu'il  soit  ;  on  le  reportera  en 
aibiCi  dans  une  partie  libre  de  la  feuille,  après  Favoir 
tourné  de  l'angle  voulu,  et,  ensuite,  par  reports  de 
hauteurs  (en  se  servant  du  compas  à  pointes  sèches) 
on  obtiendra  la  nouvelle  élévation. 

(b)  Déplacement  de  front  d'une  pyramide  (fig.  37).  —  On 
décalque  la  première  élévation  (1)  et,  grâce  à  ce  décalque, 
on  la  reporte  en  (2),  après  ravoir  orientée  sous  un  autre 
angle  a. 

Fig.  37  Fig.  38 


t  1 


Le  nouveau  géométral  ai&i^di  s'obtient  ensuite  par  un 
report  de  profondeurs. 

(c)  Rotation  d'une  droite  seule  (en  imposant  Vaxe  de  rota- 
tion) (fig.  38).  —  1°  Prendre,  en  plan,  deux  points,  a  et  b, 
de  la  droite,  sur  un  même  cercle  de  rotation,  de  rayon 
quelconque  d'ailleurs.  En  déduire  les  élévations  a!  et  b'. 

2°  Faire  tourner  a  en  ai  de  l'angle  a  demandé. 

3°  Faire  tourner  b  en  bi  du  même  angle,  ou  mieux,  à 
l'aide  du  compas,  prendre  l'arc  a\b\  égal  à  Tare  ab. 
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4°  Par  report  de  hauteurs,  obtenir  la  nouvelle  élévation 
a'ib'u 

Remarque.  —  On  pourrait  se  servir  du  point  pp',  le  plus 
rapproché  de  Taxe  ;  mais  cela  ne  simplifie  pas  les  cons- 
tructions. 

19.  Usage  des  déplacements.  — -  Nous  avons  déjà  dit, 
mais  nous  le  répétons  encore,  que  les  déplacements  (soit 
du  spectateur,  soit  de  l'objet)  avaient  pour  but  ou  bien  : 

1°  d'amener  une  figure  occupant  une  position  compli- 
quée à  en  occuper,  par  rapport  aux  plans  de  projection, 
une  autre  tellement  simple  que  les  problèmes  imposés 
soient  solubles  facilement  et,  souvent  même,  immédiate- 
ment. C'est  l'usage  le  plus  fréquent  des  déplacements  ;  ou 
bien  : 

2°  d'amener,  au  contraire,  une  figure  occupant  une  po- 
sition tellement  simple  que  sa  représentation  par  double 
projection  puisse  se  faire  immédiatement,  à  occuper  telle 
position  générale  que  l'on  voudra  lui  imposer.  Cela  étant 
rappelé  : 

(a)  Par  changement  de  mur,  rendre  une  droite  de  front 
(fig.  39).  —  Dans  le  premier  système  qui  a  xy  pour  ligne 

Fig. 39 


V 


de  terre,  la  droite  ab,  a'b',  n'est  pas  de  front,  parce  que 
ab  n'est  pas  parallèle  à  xy  (n°  12). 
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On  prend  alors  un  nouveau  mur  xlyl  parallèle,  en  géo- 
métral,  h  ab,  projection  horizontale  de  la  droite. 

On  fait  un  report  de  hauteurs  et  on  a  en  dib\  la  nou- 
velle élévation  de  la  droite  AB. 

Remarque.  —  En  élévation  nouvelle,  d\b\  donne  la 
vraie  grandeur  X  de  la  droite,  et  avec  la  ligne  de  terre  xnji 
l'angle  a  que  cette  droite  fait  avec  le  sol. 

(b)  Même  problème,  par  rotation  (déplacement  de  niveau, 


1°  Pour  simplifier,  on  fait  passer  l'axe  vertical  de  rota- 
tion oz,  par  un  point  (ad)  de  la  droite.  Ce  point  ne  bou- 
gera donc  pas. 

2°  On  fait  tourner  l'autre  point  de  b  en  bi  jusqu'à  ce 
que  abi  soit  de  front  (parallèle  a  xy). 

3°  Par  reports  de  hauteurs,  on  obtient  la  nouvelle  élé- 
vation a'b'i,  ce  qui  donne  X  et  a  (angle  avec  le  sol). 

(c)  Par  déplacement  de  front  (rotation  autour  d'un  axe 
debout),  rendre  une  droite  de  niveau  (fig.  41).  —  L'axe 
passe  par  ad.  On  amène  l'élévation  db'  à  être  parallèle 
à  xy,  ce  qui  la  donne  en  db\. 

Le  nouveau  géométral  abi  donne  X  (vraie  grandeur)  et 
en  p  l'angle  fait  avec  le  mur. 

20.  Changements  de  plans  et  rotations  combinés.  — 
(Voir  plus  loin  :  Représentation  la  plus  générale  d'un  solide 
et  Rabattements) . 


(fig.  40). 


Fig.  41 


Fig.  40 
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LE  PLAN 

§  1.  —  GÉNÉRALITÉS 

21.  Génération  du  plan  dans  l'espace.  —  (a)  1er  Mode 
par  2  Directrices  (1) .  —  On  donne  deux  droites  A  et  B 
nommées  directrices  qui  se  rencontrent  en  un  point  M,  ou 
sont  parallèles.  Une  droite,  appelée  génératrice,  mn,  m'n', 
glisse  sur  les  deux  directrices  et  engendre  le  plan.  — 
Nota.  —  Les  deux  directrices,  passant  par  un  même  point 
M,  seront  avantageusement  remplacées,  au  point  de  vue 
graphique,  par  deux  droites  parallèles  (v.  2e  fig.  1). 

Fig.  42 

(1)  (2)  (3) 


[b)  2e  Mode,  dit  conique  (3).  — -  On  donne  une  directrice 
A  et  un  point  fixe,  S,  nommé  sommet.  La  génératrice 
mn  glisse  sur  la  directrice  en  passant  toujours  par  le  som- 
met. Si  la  directrice  est  courbe  (3  bis),  la  surface  engen- 
drée est  un  cône.  Le  plan  est  donc  un  cas  particulier  du 
cône,  et,  nous  le  verrons  plus  loin,  du  cylindre. 

(c)  3e  Mode,  dit  cylindrique  (2).  —  On  donne  une  direc- 
trice A  et  une  direction,  A.  La  génératrice  mn  glisse  sur 
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la  directrice  en  restant  toujours  parallèle  à  la  direction. 

Nota.  —  Si  la  directrice  devenait  une  courbe  A'  (2  bis), 
la  surface  ainsi  engendrée  serait  un  cylindre. 

22.  Problèmes  fondamentaux.  —  (a)  Problème  n»  1.  — 
Sur  un  plan  défini  par  ses  deux  directrices  A  A'  et  BB', 
prendre  Tune  droite  quelconque;  2<>  un  point  quelconque 
sur  le  plan  (fig.  43). 

1°  On  prend  arbitrairement  la  génératrice  1  2,  soit  en 
plan,  soit  en  élévation  ;  2°  On  rappelle  sur  l'autre  projec- 
tion les  deux  points  1,1'  et  2,2'  où  elle  s'appuie  sur  les 
directrices,  ce  qui  détermine  l'autre  projection  ;  3°  sur  la 
génératrice  ainsi  trouvée  on  prend  un  point  quelconque 
un' . 


(b)  Problème  n°  2.  —  Connaissant  la  projection  horizon- 
tale n  d'un  point  du  plan,  déterminer  son  élévation  n' 
même  (figure).  —  Par  n,  faire  passer  une  génératrice 
quelconque  1,  2,  en  déduire  1',  2'et  rappeler,  finalement, 
n  en  n'  sur  1',  2'. 

(c)  Remarque.  —  Ce  problème  est  le  même  que  celui-ci  : 
Trouver  l'intersection  d'un  plan  avec  une  verticale  dont 
la  trace  sur  le  sol  serait  le  point  n. 

Cela  résulte  de  ce  que  la  verticale  qui  passe  par  n,  du 
sol,  se  projette  tout  entière,  en  plan,  sur  le  point  n. 

23.  Droites  remarquables  d'un  plan.  —  (a)  Horizontales 
(ou  lignes  de  niveau)  iïunplan.  — Elles  ont  pour  caractère 
d'avoir  tous  leurs  points  à  la  même  hauteur.  Elles  diffè- 
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rent  donc  entre  elles  par  leur  hauteur.  Celle  dont  la  hau- 
teur est  nulle  se  nomme  la  trace  horizontale  du  plan  :  elle 
est  l'intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  horizontal  de 
projection,  tandis  que  les  autres  sont  les  intersections  du 
plan  donné  avec  des  plans  horizontaux  de  niveaux  diffé- 
rents. 

Conséquence .  —  Toutes  les  horizontales  d'un  plan  sont 
parallèles  entre  elles  et  à  la  trace  horizontale. 

(b)  Frontales  (ou  lignes  de  front)  oVunplan.  —  Elles  sont 
parallèles  au  plan  vertical.  Elles  se  caractérisent  par  leur 
profondeur.  La  trace  verticale  est  la  ligne  de  front  de  pro- 
fondeur nulle.  Toutes  les  lignes  de  front  sont  parallèles 
entre  elles  et  à  la  trace  verticale.  La  trace  horizontale  et 
la  trace  verticale  coupent  la  ligne  de  terre  en  un  même 
point  qui  est  le  point  où  la  ligne  de  terre  traverse  le  plan. 

(c)  Lignes  de  'plus  grande  pente  d'un  plan.  —  Définition. 
—  On  désigne  ainsi  les  droites  du  plan  qui,  dans  l'espace, 
sont  perpendiculaires  aux  horizontales  du  plan. 

Propriété  (fig.  44).  —  Une  ligne  de  plus  grande  pente 
AB,  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  a,  plus  grand 
que  toute  autre  droite  du  plan,  AC,  par  exemple. 


Fig.  4i 


En  effet,  AB  perpendiculaire  sur  MN  est  plus  petite 
que  AG,  oblique  :  donc  l'angle  a  est  plus  grand  que  l'an- 
gle (3.  (Démonstration  facile  à  faire  en  amenant,  par  ro- 
tation, le  point  G  en  Ci  sur  le  prolongement  de  aB.) 

Remarques.  —  1<>  En  plan  aB,  projection  de  AB,  est 
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aussi  perpendiculaire  sur  la  trace  MN.(n°  4,  Théorème  de 
l'angle  droit  projeté  en  vraie  grandeur.)  2°  AB,  ou  toute 
autre  ligne  de  plus  grande  pente  NK,  peut  être  considé- 
rée comme  l'intersection  du  plan  donné  P,  par  un  plan 
vertical  ou  mur,  Q,  dont  la  ligne  de  terre  ^iî/t  serait  per- 
pendiculaire à  la  trace  MN.  Ce  mur  serait,  lui-même, 
perpendicairc  au  plan  donné  P. 

3°  L'angle  a  est  aussi  l'angle  |que  fait  le  plan  donné 
avec  le  sol. 

(d)  Lignes  de  plus  grande  inclinaison.  —  Ce  sont  celles 
qui,  dans  l'espace,  sont  perpendiculaires  aux  frontales  du 
plan.  —  En  élévation  elles  sont  perpendiculaires  à  la  trace 
verticale  du  plan. 

Nota.  —  Elles  sont  moins  importantes  à  considérer  que 
les  lignes  de  plus  grande  pente.  Tandis  que  ces  dernières 
ont  une  direction  unique,  les  autres  varient  avec  chaque 
mur. 

§  2.  —  Plans  dans  des  positions  particulières 
24.  Plan  de  bout(ou  perpendiculaire  au  mur)  (fig.  45).  — 


—  (a)  Sa  représentation.  —  Sa  trace  horizontale,  P,  est 
perpendiculaire  à  xy  ;  car  lorsque  deux  plans,  savoir  le 


Fig. 45 
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plan  donné  et  le  plan  horizontal,  sont  perpendiculaires  à 
un  troisième,  qui  est  ici  le  plan  vertical,  leur  intersection 
(trace  horizontale)  est  perpendiculaire  à  ce  troisième,  et, 
par  conséquent  à  la  ligne  de  terre  xy,  contenue  dans  ce 
troisième. 
La  trace  verticale  Q',  est  quelconque. 

(b)  Propriétés  très  importantes  de  ce  plan.  —  1°  En  élé- 
vation tous  les  points  du  plan  (n°  3)  sont  projetés,  en  rac- 
courci complet,  sur  la  trace  verticale  Q'.  (Exemple,  le 
point  m,  a  pour  élévation  m'.) 

2<>  L'intersection  du  plan  avec  une  droite  quelconque 
(ab,  a'b'),  et  même  avec  une  courbe  quelconque  (fg,  fg') 
s'obtient  à  priori,  en  élévation  sur  la  trace  verticale  en  c' 
ou  én  d' ,  et  se  rappelle  ensuite,  en  plan,  en  c  ou  d. 

3°  La  trace  verticale  est  une  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  et  l'angle  Q'xy,  qu'elle  fait  avec  xy,  est  l'angle 
que  le  plan  fait  avec  le  sol. 

(c)  Plan  défini  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente.  —  C'est 
pourquoi  (fig.  46),  étant  donné  la  trace  horizontale  P, 
d'un  plan,  si  nous  prenons  un  mur,  xy  perpendiculaire  à 
cette  trace,  mur  sur  lequel  nous  indiquerons  la  trace  ver- 


ticale Q',  du  plan,  nous  dirons  que  le  plan  P  est  défini 
par  sa  ligne  de  plus  grande  pente.  Réciproquement  si  on  se 
donne  la  trace  horizontale  P,  d'un  plan  et  l'angle  a  que  ce 
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plan  fait  avec  le  sol,  pour  le  bien  définir  et  le  représenter 
d'une  manière  commode,  nous  prendrons  un  mur  xy, 
perpendiculaire  à  P,  et  sur  ce  mur  nous  nous  donnerons 
la  trace  verticale  Q'  faisant  l'angle  a  (connu)  avec  la  ligne 
de  terre. 

25.  Plan  vertical  (ou  perpendiculaire  au  sol). (fig.  47).— 
Propriétés  analogues  à  celles  du  plan  précédent  : 

La  trace  verticale  Q'a  est  perpendiculaire  sur  xy. 
La  trace  horizontale  est  quelconque. 
L'angle  (3,  fait  avec  le  mur,  est  accusé,  vraie  grandeur, 
sur  le  sol. 

Les  intersections  avec  une  droite  ab,  a'b'  ou  avec  une 
courbe  sont  obtenues,  à  priori,  en  plan,  en  c  et  m,  et 
rappelées  ensuite  en  d  et  m'  sur  l'élévation. 

26.  Plans  dans  les  positions  les  plus  spéciales.  —  (a) 

Plan  horizontal  (fig.  48;.  —  Il  n'a  pas  de  trace  horizontale  ; 
cette  trace  est  rejetée  à  l'infini.  Sa  trace  verticale  Q'  est  pa- 
rallèle à  xy.  Toute  figure  abc  tracée  sur  ce  plan  se  pro- 
jette, en  élévation,  suivant  la  trace  verticale  a'c'b'  du 
plan,  et  en  plan  {abc)  elle  se  projette  en  vraie  grandeur. 


Fig.  48  Fig.  49 


(b)  Plan  de  front  (fig.  49).  —  Il  n'a  pas  de  trace  verti- 
cale, cette  dernière  est  rejetée  à  l'Infini.  Sa  trace  hori- 
zontale P  est  parallèle  h  xy.  En  plan,  il  se  projette  en 
entier  suivant  sa  trace  horizontale.  En  élévation  il  se 
projette  en  vraie  grandeur. 
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Nota.  —  Ces  deux  positions  sont,  de  toutes,  les  plus 
simples  que  puisse  occuper  un  plan. 

(c)  Plan  de  profil  [perpendiculaire  à  xy  (fig.  50).  —  Ses 
deux  traces  sont  perpendiculaires  à  xy.  Il  se  projette  en 


Fig.  50. 


OC 

P 

raccourci  complet  aussi  bien  en  plan  (Pa)  qu'en  éléva- 
tion (Q'a). 


§  3.  —  Problèmes  graphiques  usuels  pour  le  plan 

27.  Plan  défini  par  deux  directrices  quelconques  AA' 

et  BB'. 

1°  Prendre  une  horizontale  (i'2')  de  hauteur  donnée  (z') 
(fig.  51); 

2°  Prendre  une  frontale  de  profondeur  donnée  (y);  ce 
problème  n'est  pas  résolu  sur  la  figure  51  ; 

3°  Chercher  les  traces,  c'est-à-dire  une  horizontale  et 
une  frontale  de  hauteur  ou  de  profondeur  nulle.  Remar- 
quer que  la  trace  horizontale  (ha)  d'un  plan  est  le  lieu 
géométrique  des  traces  horizontales  de  toutes  les  droites 
tracées  sur  le  plan.  (Propriété  analogue  pour  la  trace 
verticale.) 

28.  Plan  défini  par  ses  traces  quelconques  (fig.  52).  — 
(a)  Le  plan  est  quelconque.  —  Remarquer,  à  priori,  que 
les  traces  d'un  plan  sont  deux  directrices  comme  les 
autres,  seulement  elles  se  coupent  en  a  sur  la  ligne  de 
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terre  xy.  La  ligne  de  terre  sert  d'élévation  à  la  trace  ho- 
rizontale et  sert  de  géom.  à  la  trace  verticale. 

1°  Prendre  une  horizontale  de  cote  donnée  z  (a'b\  ab)  ; 

2°  Une  frontale  (cd9  c'a1')  de  profondeur  donnée  (y)  ; 

3°  Un  point  donné  (mm). 


A  Fig.  5i  Fig.  52  B 


(b)  Le  plan  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  xy  (fig.  53).  — 
Ses  traces  P  et  Q'  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

Fig.  53 


]V   Trace  Vï 


Il  est  nécessaire  de  prendre  d'abord  en  12,  i'2'  une 
droite  quelconque  du  plan.  Après  quoi  il  est  facile  de 
déterminer  une  horizontale  ayant  une  hauteur  (z)  ou  une 
profondeur  (y)  données. 
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DÉPLACEMENTS  POUR  LES  PLANS 

§  t.  —  Déplacements  quelconques 

29.  Changement  de  mur  pour  un  plan  (fîg.  53  bis).  — 
Soit  xy  un  premier  mur,  et  aQ'  la  trace  du  plan  sur  ce 
mur.  Soit  xiyi  un  nouveau  mur  sur  lequel  on  veut  trou- 
ver la  nouvelle  trace  du  plan . 

1°  La  trace  horizontale  ap>  ne  change  pas. 

2°  p  sera  un  point  de  la  nouvelle  trace  verticale. 

3°  On  en  aura  un  autre  m'i  en  cherchant  la  hauteur 
mm'i  d'un  point  du  plan  qui  sera  pris  sur  le  nouveau 
mur,  c'est-à-dire,  en  plan,  pris  sur  x^i  (Cette  hauteur  se 
trouve  en  1,  2  sur  l'ancien  mur  en  menant  l'horizontale 
m3). 

Fig.  53  bis 


Nota.  —  Si  la  place  le  permet,  ce  qui  arrivera  très 
rarement,  on  prendra  le  point  en  n,  au  croisement  des 
li'gnes  de  terre,  ce  qui  économisera  quelques  lignes  (on 
prend    nn\  —  nri). 
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§  30.  Rotation  d'un  plan  autour  d'un  axe  vertical  {Dé- 
placement de  niveau). 

(a)  Principe.  —  Pour  faire  tourner  un  plan,  il  suffit  de 
faire  tourner  une  droite  et  un  point  du  plan. 

Comme  droite,  on  choisit  la  trace  horizontale  ou  une 
horizontale  du  plan  ;  comme  point  on  choisit  le  point  w 
qui  est  sur  l'axe,  car  il  ne  bouge  pas  ;  on  le  nommera  le 
point  fixe  du  plan. 

(b)  Épure  (fig.  54).  —  P,  a,  Q'  sont  les  traces  du  plan 
dans  sa  première  position  ;  w,  u>',  z\  Taxe. 

1°  On  cherche  en  w,  en  s'aidant  de  l'horizontale 
wl  _  IV,  le  point  du  plan  situé  sur  Taxe,  c'est-à-dire 
le  point  fixe.  (Y.  n°  22,  Rem.) 

Fie.  54  Fig-  55 


— ^-  ^U— 

V 

2°  On  fait  tourner  La  trace  horizontale,  £>a,  de  l'angle  £ 
donné  ;  elle  prend  la  position  pr;  (pa  et  pr(,  sont  tan- 
gents au  même  cercle).  A  ce  moment  le  problème  est 
résolu,  car  on  a  la  trace  horizontale  pryi  du  plan,  et  un 
point  <W,  qui  n'a  pas  bougé. 

(c)  Trace  verticale  nouvelle.  —  Par  le  point  fixe  oW  on 
mène  une  nouvelle  horizontale  (wc  —  w'c)  ;  on  en  cher- 
che la  trace  verticale,  c  et  on  joint  yc'  ce  qui  donne  la 
nouvelle  trace  verticale  du  plan. 

(d)  Simplification  apportée  par  le  choix  de  l'axe. 

Si  on  a  le  choix  de  l'axe,  on  fera  bien  de  le  prendre  en 
oZ  dans  le  plan  vertical  même  (fig.  55). 
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Dans  ce  cas,  le  point  fixe  Z  se  trouve  immédiatement, 
et  il  appartient  aussi  bien  à  l'ancienne  trace  verticale 
qu'à  la  nouvelle  ;  on  économise  ainsi  des  lignes  de  cons- 
truction. 

31.  Rotation  d'un  plan  autour  d'un  axe  debout  (Dépla- 
cement de  front),  (fig.  56.) 


Légende.  —  (1)  Axe  debout,  quelconque,  w  point  fixe. 
Faire  tourner  la  trace  verticale  ap'  en  pi,  y>  etc.,  etc. 

(2)  Axe  pris  dans  le  plan  horizontal  :  point  fixe  tu,  com- 
mun aux  deux  traces  horizontales,  et  trouvé,  à  priori,  sur 
la  première  trace  ao>,  etc.,  etc.  (fig.  57.) 

32.  Usage  des  rotations  et  des  changements  de  plans. 

—  Nous  avons  déjà  dit  que  les  déplacements  servent  à 
amener  une  figure,  d'une  position  simple  dans  une  autre 
position,  généralement  plus  compliquée.  Inversement, 
quand  il  s'agit  de  résoudre  des  problèmes  graphiques,  ou 
de  chercher  la  vraie  grandeur  d'une  longueur,  d'un  angle 
ou  d'une  aire,  ils  servent  à  amener  une  figure  occupant 
une  position  compliquée  h  en  occuper  une  autre,  tellement 
simple,  que  la  solution  demandée  soit  évidente. 

Nous  allons  donner,  de  cela,  pour  le  plan,  les  applications 
les  plus  usuelles. 

33.  Amener  un  plan  quelconque  à  être  perpendiculaire 

au  mur.  —  (a)  Par  un  changement  de  mur  (fig.  58). 
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Soit  xy  le  premier  mur,  et  PaQ'  les  traces  du  plan. 
1°  On  prend  le  nouveau  mur  x\yly  perpendiculaire  sur  Pa, 
2°  Remarquant  que  sur  le  nouveau  mur  le  plan  va  se 
projeter  en  raccourci  complet,  c'est-à-dire  en  entier,  sui- 
vant sa  trace,  on  fait  le  report  de  hauteur  pour  un  point 


quelconque  (mm')  du  plan.  Pm't  est  la  trace  verticale  nou- 
velle. 

Nota.  —  lo  Le  plan  est  maintenant  défini  par  sa  ligne 
de  plus  grande  pente. 

2°  Définir  un  plan  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente, 
ou  le  rendre  perpendiculaire  à  un  nouveau  mur,  ce  sera 
donc  la  même  chose. 

(b)  Même  problème  par  une  rotation  (fig.  59). 

1°  Prendre  un  axe  vertical  oZ; 

2°  Chercher  le  point  fixe  to  ; 

3°  Faire  tourner  la  trace  horizontale  p%  jusqu'à  ce 
qu'elle  soit  en  pi%,  perpendiculaire  à  xy; 

4°  La  trace  verticale  nouvelle  est  aw,  car  le  point  fixe, 
maintenant  que  le  plan  est  perpendiculaire  au  mur,  se 
projette  forcément  sur  la  nouvelle  trace  verticale  à  cause 
du  raccourci  complet  que  doit  présenter  le  plan. 

Simplification  en  prenant  l'axe  dans  le  plan  vertical 
(ng.  60). 
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Nota.  —  a  est  l'angle  que  le  plan  faisait  et  fait  encore 
avec  le  sol. 

Fig.  59  Fig.  60 


34.  Par  une  rotation,  autour  d'un  axe  debout  (déplace- 
ment de  front),  amener  un  plan  quelconque  à  être  perpen- 
diculaire au  sol  (fig.  61). 

Fig.  61 


1°  Prendre  immédiatement  l'axe  oZ  dans  le  plan  hori- 
zontal ; 

2°  Amener  la  trace  verticale  à  être  en  pi  perpendiculaire 
à  xy  ; 

3°  La  trace  horizontale  est  Zpi?  et  on  voit  en  y  l'angle 
que  le  plan  faisait  et  fait  encore  avec  le  mur. 

Nota.  —  Le  même  problème,  traité  par  changement  de 
plan,  nécessiterait  un  changement  de  plan  horizontal  ; 
c'est  pourquoi  on  le  résout  toujours  par  une  rotation 
(V.  no  15  Nota.) 
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§2.  —  Rabattements 


35.  Un  plan  est  perpendiculaire  au  mur,  l'amener 
ensuite  par  une  rotation  à  être  parallèle  au  sol  ou  a  rabat- 
tement de  niveau  »  (fig.  62).  —  Projeter  dans  cette  nouvelle 
position  une  figure  (abc,  a'b'c')  du  plan. 


1°  On  prend  comme  axe  une  horizontale,  et  môme,  si 
cela  est  possible,  la  trace  horizontale  pot  du  plan  ; 

2°  On  fait  tourner  de  l'angle  p  que  le  plan  fait  avec  le 
sol.  En  élévation  les  points  a'b'c'  viennent  en  a\b'\c\,  sur 
œy; 

3°  On  obtient  finalement  en  ai&iCi  la  vraie  grandeur  du 
triangle  ABC  de  l'espace. 

Cette  rotation  spéciale  qui  consiste  à  amener  un  plan  à 
être  confondu  avec  l'un  des  plans  de  projection,  ou  paral- 
lèle à  lui,  se  nomme  un  rabattement. 

L'axe  prend  le  nom  de  charnière. 

Les  points  tels  que  6...  obtenus  en  prolongeant  les  côtés 
du  triangle  jusqu'à  cet  axe  prennent  le  nom  du  points  de 
charnière;  ils  sont  fixes,  ce  qui  dispense  de  les  rabattre 
et  permet  des  vérifications  très  utiles. 

36.  Un  plan  est  perpendiculaire  au  sol,  le  rabattre  sur 


Fig.  62 


40 


DÉPLACEMENTS  POUR  LES  PLANS 


le  mur  ou  «  rabattement  de  front  »  (fig.  63).  —  Même  pro- 
blème; seulement  la  charnière  sera  la  trace  verticale,  etc. 


Vérifications  par  les  points  de  charnière  e,  0. 

Remarque.  —  Il  est  inutile  de  tracer  les  arcs  de  cercle 
aai  —  bbl  en  plan  :  On  prend,  au  compas  à  pointes 
sèches,  les  rayons  de  rotation  oa  —  oc  —  ob  et  on  les 
reporte  directement  en  élévation  de  a"  en  Ai,  de  b"  en  Bj, 
etc.,  à  partir  de  la  charnière,  et  perpendiculairement  à 
cette  dernière. 

37.  Rabattement  de  niveau  d'un  plan  quelconque.  — 

Un  plan  est  quelconque  :  le  rendre  parallèle  au  sol. 

(a)  Solution.  —  1°  Prendre  un  nouveau  mur  x\yx  perpen- 
diculaire au  plan. 

2°  Faire  ensuite  un  rabattement  comme  au  n°  35. 

(b)  Epure.  —  Soit  le  triangle  abc  — a'b'c\  définissant  un 
plan  que  l'on  veut  rabattre  horizontalement  (fig.  64). 

1°  Mener  une  horizontale  quelconque  (a'd'  —  ad)  du 
plan. 

2°  Prendre,  en  géométral,  un  nouveau  mur,  œxyu  per- 
pendiculaire sur  ad. 

3°  Par  reports  de  hauteurs  obtenir  en  a\b\c\  la  nou- 
velle élévation  du  triangle. 

(c)  Remarque.  —  a\c\b\  doivent,  comme  vérification,  être 
en  ligne  droite.  Cette  droite  est  la  trace  verticale  du  plan 
sur  le  mur  x^y\. 


Fig.  63 


P 
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4°  Faire  en  B2  et  C2  comme  au  no  35  le  rabattement  des 
points  B  et  C. 

Fi  g.  64 

V 


bougé.  —  Le  rabattement  est  fait  sur  un  plan  horizontal  HH' 
et  non  sur  le  sol. 

38.  Rabattement  direct  d'un  point  d'un  plan  (tig.  G6).  — 
Il  est  important  de  savoir  faire  directement  le  rabatte- 
ment d'un  point  autour  d'une  charnière  horizontale  sans 
passer  d'abord  par  un  changement  de  plan  vertical. 

Soit  a(i  (fi g.  65)  en  perspective,  la  trace  d'un  plan  P  sur 
le  sol,  et  soit  A,  un  point  du  plan,  à  rabattre  sur  le  sol 
en  prenant  a[i  pour  charnière. 

1°  Abaisser  dans  l'espace  Ai,  perpendiculaire  sur  la 
charnière.  En  épure  (fi g.  66)  Ai  se  projette  suivant  ai, 
perpendiculaire  sur  a(3.  C'est  une  ligne  de  plus  grande 
pente. 
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2°  Chercher  la  vraie  grandeur  (Ai)  du  rayon  (p)  de  rota- 
tion du  point  A.  Le  rayon  de  rotation  est  l'hypoténuse  du 

Fig.  65 


triangle  rectangle  dont  un  côté  (vertical)  est  égal  à  la  hau- 
teur (a' a")  du  point  à  rabattre  et  dont  l'autre  (horizontal)  est 
le  rayon  projeté  (ai). 

Fig.  66  Fig.  67 


3°  Obtenir  en  aia2,  par  rabattement  latéral,  ce  triangle 
rectangle. 

4°  Porter,  sur  ai  prolongé,  la  longueur  &A2  égale  au 
rayon  p  trouvé  en  ia2. 

Remarque.  —  On  voit  qu'il  suffit  de  connaître  (fig.  67)  : 

1°  La  charnière  a[3.  C'est  une  horizontale  ou  la  trace 
horizontale  du  plan  à  rabattre  ; 

2°  La  projection  horizontale  a  du  point  ; 

3°  La  hauteur  (ici  25%)  du  point  au-dessus  du  plan  de 
n  veau  qui  contient  la  charnière  et  sur  lequel  on  rabat. 
C'est  ce  que  nous  nommerons  la  hauteur  relative  du  point. 

39.  Cas  où  le  plan  est  défini  par  ses  traces  (fig.  68).  — 
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(a)  Rabattement  de  la  trace  verticale.  —  Prenant  un  point 
rara'  sur  cette  trace,  on  remarque  : 

1°  Que  son  rabattement  Mi  sera  sur  la  perpendiculaire 
mi,  menée  sur  la  charnière  ; 


Fig.  68 


2°  Que  le  point  a  est  tout  rabattu  et  que,  par  suite,  aMi 
est  la  vraie  grandeur  de  ara'  ;  mais,  comme  ara'  est 
déjà  une  vraie  grandeur,  et  qu'une  môme  droite  ne 
saurait  avoir  deux  vraies  grandeurs  différentes,  on  en 
conclut  que  aMi  =  ara''.  Cela  donne  Mi  au  point  d'inter- 
section de  mi  prolongée  et  de  la  circonférence  décrite  âe 
a  comme  centre  avec  am'  comme  rayon. 
.  Pour  rabattre  un  point  quelconque  a  :  1°  on  mènera 
Thorizontale  du  point  am  ;  2°  on  rabattra  ra  en  Mi  sur  la 
trace  verticale  rabattue;  3°  on  mènera  en  MiAi  l'horizon- 
tale rabattue,  et  ki  sera  sur  cette  droite  et  sur  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  a  sur  la  charnière. 

Remarque.  —  On  recommande  de  ne  pas  employer  cette 
méthode  et  de  lui  préférer,  surtout  quand  il  y  a  beaucoup 
de  points  à  rabattre,  celle  qui  consiste  à  prendre  immé- 
diatement un  nouveau  mur  (x^i)  perpendiculaire  au  plan 
donné  (no  37). 
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§  3.  —  Relèvements 

40.  Problème  inverse  du  rabattement  ou  relèvement. 

—  Son  énoncé  le  plus  général  sera  le  suivant  : 

On  donne  la  trace  horizontale  P  d'un  plan.  Ce  plan  fait 
un  angle  connu,  a,  avec  le  sol,  et  on  suppose  qu'il  a  été 
rabattu  sur  le  sol.  Ramener  dans  ce  plan,  en  le  faisant 
tourner  autour  de  la  trace  comme  charnière,  un  point  Ai 
actuellement  dans  le  plan  horizontal.  Ce  sera,  ce  que  Ton 
nomme  relever  le  point. 
Solution  (fig.  69). 

Fig.  69 


i°  Définir  en  x^yi  le  plan  par  sa  ligne  de  plus  grande 
pente. 

2°  Projeter  Ai  en  a'2  sur  x-iyi  et  relever  par  un  arc  de 
cercle,  a'2  en  a\  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente  aa'i. 

3°  Par  ligne  de  rappel  a\a  et  par  une  ligne  de  front 
Aia  obtenir  a  en  projection  horizontale. 

Remarque.  —  1°  La  hauteur  du  point  est  obtenue  sur  le 
mur  œ\y\  en  a"a\* 

2°  En  prenant  le  mur  en  x2y2,  passant  par  le  point  Ai, 
on  aurait  économisé  quelques  lignes  de  construction. 


41 .  Rabattre  (ou  relever)  un  plan  et  entraîner  dans  le 
mouvement  une  figure  liée  invariablement  à  lui  (fig.  70)» 
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—  Soit  [mm')  un  point  situé  hors  du  plan  et  qu'il  faut 
entraîner  avec  lui. 
(a)  Epure. 

1°  Prendre  un  nouveau  mur  a?it/i  perpendiculaire  sur 
le  plan  (no  33). 

2°  Prendre  en  m\  la  nouvelle  élévation  du  point,  par  un 
report  de  hauteur. 


Fig.  70 


3°  Rattacher  m\  au  plan  par  une  perpendiculaire  m\n'i 
(dont  la  longueur  est  8). 

Remarquer  que  dans  le  mouvement  le  pied  n\  de  cette 
perpendiculaire  viendra  sur  le  plan  horizontal  et  qu'à  ce 
moment  la  droite  o  sera  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal et  mesurera  la^hauteur  du  point  une  fois  entraîné; 
donc  : 

4°  Rabattre  n\  en  n\,  rappelé,  en  plan,  en  m3.  m3  est 
la  projection  horizontale  du  point  entraîné.  Son  élévation 
sur  le  mur        est  m'2  (On  a   n'2nÏ2  =  m'oïi  =  o). 

5°  Ayant  m3)  on  en  déduit  l'élévation  m'3  sur  l'ancien  mur 
xy,  puisque  la  hauteur  8  du  point,  une  fois  entraîné,  est 
connue  en  m\n\. 

(b)  Nota. —  La  même  figure  servirait  pour  l'opération 
inverse  du  relèvement. 
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(c)  Remarque  générale.  —  En  définitive  le  rabattement  011^ 
le  relèvement  d'un  plan,  exécuté  en  entraînant  une  figure 
soit  appartenant  à  ce  plan,  soit  invariablement  liée  à  lui 
n'est  qu'un  cas  particulier  des  rotations. 

C'est  une  rotation  pour  laquelle  l'axe  de  rotation  est 
soit  une  horizontale  soit  une  frontale  du  plan  et  dont 
l'angle  de  rotation  est  l'angle  que  fait  le  plan,  soit  avec  le 
sol  (rabattement  de  niveau),  soit  avec  le  mur  (rabattement 
de  front) . 


g  4#  —  Représentation  de  solides 

42.  Représentation  la  plus  générale  d'une  figure.  — 

Imaginons  (fig.  71)  un  cube  dont  les  arêtes  OX,  OY,  OZ 
seraient  :  l'une  (OX)  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  l'autre 
(OY)  perpendiculaire  au  mur  et  la  troisième  (OZ)  perpen- 
diculaire au  sol. 


Fig.  71 


z 

YL  1 

0 

/  7 

Ce  solide  occupe  la  position  la  plus  particulière  qu'il 
*         puisse  prendre. 

Il  occuperait  la  plus  générale  si  aucune  de  ses  arêtes 
n'était  parallèle  à  aucun  des  deux  plans  de  projection. 

Par  trois  rotations  on  pourra  l'y  amener.  On  exécutera  : 

1°  Une  rotation  autour  d'un  axe  vertical  (parallèle  à  OZ). 
Après  cette  rotation,  OZ  restera  vertical  ;  OX,  OY  reste- 
ront horizontales,  mais  ne  seront  plus  ni  parallèles  ni  per- 
pendiculaires au  mur. 

Nota.  —  Cette  rotation  pourrait  être  remplacée  par  un 
changement  de  mur. 
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2o  Une  rotation  autour  oVun  axe  debout  (parallèle  à  OY). 
Après  cette  rotation,  OZ  n'est  plus  perpendiculaire  sur  le 
sol,  mais  est  encore  parallèle  au  inur.  OX  et  OY  ne  sont 
plus  ni  parallèles  ni  perpendiculaires  au  sol  ou  au  mur. 

3°  Une  troisième  rotation  autour  d'un  axe  vertical.  — 
Après  cette  rotation,  OZ,  qui  était  encore  parallèle  au 
mur,  occupe  une  position  quelconque,  et  le  problème 
est  résolu. 

Nota.  —  Cette  troisième  rotation  pourrait  être  rempla- 
cée par  un  deuxième  changement  de  mur. 
En  résumé,  pour  résoudre  la  question,  il  faut  : 
1°  Faire  un  changement  de  mur; 

2°  Exécuter  une  rotation  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire à  ce  mur  ; 

3°  Faire  un  second  changement  de  mur.  On  exécute,  en 
tout,  trois  mouvements,  soit  du  solide,  soit  du  spectateur. 

43.  Application  à  la  représentation  d'une  pyramide 
pentagonale  régulière  (fig.  72).  —  (a)  Epure.  —  1°  Sur  les 
figures  1  et  2,  on  voit  le  premier  géom.  et  la  première  élé- 
vation. Le  solide  y  occupe  une  position  très  particulière 
qui  permet  de  le  dessiner  immédiatement  quand  on  con- 
naît ses  dimensions. 

2°  On  prend  un  nouveau  mur  (x\y\).  Par  reports  de  hau- 
teurs, on  y  obtient  (fig.  3)  une  élévation  latérale. 

3°  Par  un  déplacement  de  front  (fig.  4)  et  par  reports  de 
profondeurs,  on  obtient  (fig.  5)  un  deuxième  géom.  quel- 
conque cette  fois. 

4°  Par  un  nouveau  report  des  hauteurs,  on  obtient  (fig.  6), 
sur  Tancien  mur  xy,  l'élévation  définitive.  Sur  les  deux 
dernières  projections  5  et  6,  le  solide  occcupe  la  position 
la  plus  générale.  —  Bien  remarquer  que  la  hauteur  défi- 
nitive hi  du  sommet  S'3  (fig.  6)  est  prise  en  hi  sur  l'élé- 
vation latérale  (tig.  4)  et  qu'il  n'y  a  aucune  raison  pour 
qu'elle  soit  égale  à  la  hauteur  primitive  h,  prise  sur 
la  figure  1 . 
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Nota.  —  L'élévation  (fig.  6)  n'est  pas  achevée  sur  le 


Fig.  72 


croquis.  On  laisse  au  lecteur  le  soin  de  terminer  l'épure. 
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(b)  Lignes  vues  et  lignes  cachées.  —  Règle  à  suivre  : 
1°  Le  périmètre  de  la  projection,  ou  contour  apparent,  est 

toujours  et  tout  entier  vu.  On  le  trace  donc  en  plein. 
2°  (Fig.  3)  Il  y  a  hésitation  pour  un  sommet  placé  dans 

le  périmètre,  et  tel  que  d\  ou  a\.  On  la  lève  en  regardant 

le  plan. 

d\  est  vu,  car  il  est  en  avant  des  arêtes  Sf  et  Se,  qui 
forment  en  S'if'i  et  S'ic'i  le  contour  apparent  vertical  de 
la  figure  3.  Pour  un  observateur,  à  l'infini,  qui  regarderait 
dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  Ri,  a\  est  au  contraire  en 
arrière.  Donc  d\  est  vu  et,  par  suite,  toute  l'arête  d'iS'j, 
tandis  que  a\  est  caché  ainsi  que  toute  l'arête  S'4a'i. 
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POSITIONS  RELATIVES  DES  PLANS  ET  DES  DROITES 
g  1.  —  Droites  et  plans  perpendiculaires 

44.  Théorème  fondamental.  —  Lorsqu'une  droite  est 
perpendiculaire  sur  un  plan,  les  projections  de  la  droite 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  de  même 
nom  du  plan  (fig.  73). 

En  effet  :  Soit  aa'  un  point  du  plan  ;  et  soit  (ab  —  a'b') 
une  horizontale  du  plan.  Toute  perpendiculaire  au  plan, 
passant  par  a,  sera  perpendiculaire  à  toutes  les  droites 
qui  passeront  par  son  pied  dans  le  plan  et,  en  particulier 
à  cette  horizontale. 


Fig.  73  Fig.  74 


L'angle  droit  ainsi  formé  dans  l'espace  aura  un 
de  ses  côtés  (ab,  a'b')  horizontal  ;  donc,  en  plan,  il 
sera  projeté  vraie  grandeur  (n°  4).  Donc  la  normale  au 
plan,  an,  sera  perpendiculaire,  en  plan,  à  la  trace  aP.  On 
fera  le  même  raisonnement  pour  l'élévation.  On  mènera 
une  ligne  de  front  (ac  —  a'c')  et  en  élévation  an  sera 
perpendiculaire  à  c'a  ;  C.Q.F.D. 

45.  Théorème  réciproque.  —  Si  une  droite    (an  —  an') 
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a  ses  deux  projections  respectivement  'perpendiculaires  aux 
traces  de  même  nom  d'un  plan,  elle  est  perpendiculaire  au 
plan  dans  l'espace  (on  dit  qu'elle  est  normale  au  plan) 
(fig  73).  —  En  effet  :  1°  En  plan  l'angle  ban  est  droit  ; 
mais  un  de  ses  côtés  an  est  horizontal,  donc  il  est  aussi 
droit  dans  l'espace  et  par  suite  AN  de  l'espace  est  per- 
pendiculaire à  une  horizontale  du  plan.  (Réciproque  du 
théorème  de  l'angle  droit,  no  4.) 

2<>  On  démontrera  de  même  que  AN  de  l'espace  est  per- 
pendiculaire à  une  frontale  du  plan. 

Par  conséquent,  à  moins  que  la  frontale  ne  se  confonde 
avec  l'horizontale,  AN  étant  perpendiculaire  à  deux 
droites  distinctes  du  plan  est  perpendiculaire  au  plan  ; 
C.Q.F.D. 

Exception  (fig.  74).  —  Si  le  plan  est  parallèle  à  xy, 
le  théorème  ne  s'applique  plus,  car  l'horizontale  et  la 
frontale  ne  font  qu'une  seule  et  même  droite. 

Pour  s'assurer  de  la  normalité  : 

1°  Prendre  en  xiyi  un  mur  que  Ton  fera  bien  de  choisir 
perpendiculaire  au  plan,  mais  ce  n'est  pas  indispensable; 

2°  Chercher  la  nouvelle  trace  verticale  $m\  ; 

3°  Chercher  en  b\a\  la  nouvelle  élévation  de  la  droite, 
et  constater  la  perpendicularité. 

46.  Problème  i.  —  Abaisser  d'un  point  une  perpendi- 
culaire sur  un  plan.  —  Distance  du  point  au  plan .  — 
(a)  Le  plan  est  debout  (c'est-à-dire  défini  par  sa  ligne  de 
plus  grande  pente; . 

La  solution  est  immédiate  (fig.  75,  page  suivante)  : 
La  perpendiculaire  est  (mn,  mn').  —  mn  est  perpen- 
diculaire sur  la  trace  horizontale  et  par  conséquent  paral- 
lèle à  xy. 

Son  pied  est  n'n,  obtenu  à  priori  en  n'  sur  la  trace 
verticale  du  plan. 

Sa  grandeur  est  donnée  en  élévation  par  m'n'  =  8, 
car  la  droite  est  de  front. 
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(b)  Le  plan  est  quelconque  (par  exemple  donné  par  trois 
points)  (fig.  76).  On  ramène  au  1er  cas,  à  cet  effet  : 


Fig.  75  Fig.  76 


1°  On  prend  une  horizontale  b'd'  —  bd  du  plan  (de  pré- 
férence celle  du  somment  b'  qui  est  à  mi-hauteur)  ; 

2°  On  prend  un  mur  xiyi  perpendiculaire  à  cette  hori- 
zontale bd.  On  reporte  les  hauteurs  et  l'on  a,  en  b\a\c\  le 
plan  projeté,  tout  entier,  en  ligne  droite  ; 


Fig.  77 


3°  Comme  au  1er  cas  on  a  immédiatement  en  m\n'\  —  mn, 
la  perpendiculaire  demandée  (mn  est  parallèle  h  xiyi)  ; 
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4°  Par  report  de  hauteurs,  on  détermine  l'élévation 
définitive,  ri,  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

Nota.  —  La  perpendiculaire  est  en  vraie  grandeur, 
en  m\n'i  sur  le  mur 

(c)  Plan  défini  par  ses  traces  (fig.  77). 

Légende.  —  xiyi  nouveau  mur  perpendiculaire  au  plan 
donné.  —  $a\  nouvelle  trace  verticale  —  m\  nouvelle 
élévation  du  point  M. 

La  perpendiculaire  est  m'm'\  —  en  plan  c'est  wm,  paral- 
lèle à  xiyi  ;  on  trouve  ri  sur  l'ancien  mur  en  reportant 
la  hauteur  du  point  n\. 

Vérification.  —  m! ri  doit  être  perpendiculaire  sur  la 
première  trace  verticale,  xa,  du  plan. 

47.  Problème  2.  —  Par  un  point  mener  un  plan  per- 
pendiculaire sur  une  droite.  Distance  du  point  à  la  droite. 

—  (a)  La  droite  est  de  front  (fig.  78). 


1°  Le  plan  cherché  sera  perpendiculaire  au  mur;  il  sera 
donc  projeté  en  entier  suivant  sa  trace  verticale  m'F'  qui 
doit  être  perpendiculaire  sur  a'b',  et  passe,  de  plus, 
par  m  ; 

2°  L'intersection  est  rin  ; 

3°  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite 
est   mn  —  m'ri,    mais  elle  n'est  pas  en  vraie  grandeur. 


Fig.  78 


Fig.  79 
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Pour  l'obtenir  en  vraie  grandeur  il  faudrait,  par  rota- 
tion ou  par  changement  de  plan,  la  rendre  parallèle  à  un 
des  plans  de  projection  (n°  19  et,  plus  loin,  n°  121). 

(b)  La  droite  est  quelconque  (ab —  a'b')  (fig.  79). 

Soit  mm'  le  point  donné. 

On  ramène  au  lep  cas  : 

4°  En  œiî/i  nouveau  mur  pris  parallèle  à  ab.  Par  reports 
de  hauteurs  on  a  en  m\  et  a\b\  les  élévations  nou- 
velles ; 

2<>  La  trace  du  plan  cherché  sur  le  nouveau  mur  ccxyi 
est  m'iP,  perpendiculaire  sur  a\b\  et  sa  trace  horizon- 
tale est  Pa,  perpendiculaire  sur  ab  et  sur  x\y\  ; 

3°  Le  point  où  le  plan  rencontre  la  droite  est  n\,  rap- 
pelé horizontalement  en  n,  et  verticalement  en  ri. — 
(m'm'i  —mn),  et  (mn  —  m'ri)  sont  les  projections  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  mm'  sur  la  droite  ; 
elle  n'est  pas  en  vraie  grandeur.  On  cherchait  cette  vraie 
grandeur  par  un'déplacement  (no  19)  ; 

4°  La  trace  du  plan  sur  l'ancien  mur  est  aQ'  perpendi- 
culaire sur  a'b'. 


§  2.  —  Droites  et  plans  parallèles 

48.  Reconnaître  si  une  droite  (ab  — ab  )  est  paral- 
lèle à  un  plan  PaQ'.  —  On  sait  que  pour  qu'une  droite 
soit  parallèle  à  un  plan  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit 
parallèle  à  une  droite  de  ce  plan. 

Solution  (fig.  80).  —  Chercher  en  12,  la  projection 
horizontale  de  la  droite  l'2'  du  plan,  qui  aurait  même 
élévation  ab'  que    (ab  —  a'b'). 

On  constate  que  1  2  n'est  pas  parallèle  h  ab,  donc,  dans 
l'espace,  AB  n'est  pas  parallèle  au  plan. 

49.  Par  une  droite  faire  passer  un  plan  qui  soit  paral- 
lèle à  une  autre  droite  et  le  déterminer  ensuite  par  sa  ligne 
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déplus  grandejpente  (fi g.  81).  —  Soit  ab  —  a'V  la  pre- 

Fig.  80 


mièrc  droite  AB  de  l'espace  et  cd  —  c'a'  la  seconde 
droite  CD. 

Fig,  81 


(a)  Solution.  —  Par  un  point  m'm  de  AB  mener  une 
droite  (m'  2'  —  m  2)  parallèle  à  cd  —  c'd' .  Le  plan  est 
ainsi  parfaitement  défini  par  deux  directrices.  Pour  le 
définir  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente,  chercher  en  L'2' 
— 1  2  sa  trace  horizontale  ou  simplement  une  horizontale  ; 
et  prendre,  en  x\yu\m  nouveau  mur  perpendiculaire  à  cette 
trace,  etc..  etc.  (Voir  n«  33). 

(b)  Remarque  importante.  —  Sur  le  nouveau  mur  xiyi 
la  trace  verticale  bm\  donne  en  raccourci  complet  les  pro- 
jections verticales  de  tout  ce  qui  est  situé  dans  le  plan 
trouvé  et,  en  particulier,  la  droite  AB  et  la  parallèle  à 
CD  menée  par  mm'.  Par  conséquent  si  sur  le  nouveau 
mur  xiyiy  on  cherchait  l'élévation  nouvelle  de  CD  (répure 
ne  la  donne  pas)  on  devrait  trouver  une  droite  parallèle  à 
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la  trace  bm\.  Cette  épure  donne  donc  la  solution  des  pro- 
blèmes suivants  : 

(c)  Problème  (1).  —  Etant  données, dans  un  système  œy, 
les  projections  ab  —  a'b'  et  cd  —  c'd'  de  deux  droites  non 
parallèles,  trouver  un  nouveau  mur  x^yi  sur  laquelle  les 
élévations  nouvelles  des  deux  droites  paraissent  parallèles. 

(d)  Problème  (2).  —  Mêmes  données  initiales  pour  les 
droites  ab  —  a'b'  et  cd  —  c'd'.  On  demande,  par  un  dépla- 
cement de  niveau  (rotation  autour  d'un  axe  vertical), 
d'amener  l'ensemble  des  deux  droites  dans  une  position 
telle  que,  sur  l'ancien  mur  œy,  leurs  nouvelles  élévations 
soient  parallèles.  Il  suffira  de  faire  tourner  l'ensemble  des 
droite  de  l'angle  voulu  pour  que,  en  géométral,  la  trace 
horizontale  1,2,  du  plan  mené  tout  à  l'heure,  soit  perpen- 
diculaire à  xy. 

§  3 .  —  Plans  parallèles  . 


50.  Théorème.  —  Lorsque  deux  plans  sont  parallèles, 
leurs  traces  sont  parallèles,  et  réciproquement.  —  Gela 

Fig.   82  Fig.  83 


le1*  Cas  :  Plan  debout.  2e  Cas  :  Quelconques 

(ramené  au  ler  cas). 


résulte  de  ce  théorème  que  :  si  deux  plans  sont  parallèles 
leurs  intersections  par  un  troisième  sont  parallèles,  et  de 


PLANS  PARALLELES 


57 


cet  autre  :  que  si  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles 
leurs  plans  sont  parallèles. 

51.  Problème.  —  Trouver  la  distance  de  deux  plans 
parallèles. —  (a)  Les  deux  plans  sont  de  bout  (fig.  82).  — 
Alors  une  perpendiculaire,  ou  normale  commune,  sera  une 
ligne  de  front;  en  élévation,  m'n'  elle  est  perpendiculaire 
aux  deux  traces  verticales  des  plans  ;  en  géométral  elles 
serait  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  comme  devant  être 
perpendiculaire  aux  deux  traces  horizontales.  (On  ne  l'a 
pas  tracée  en  géométral,  c'était  inutile.) 

A  cause  du  raccourci  complet  en  élévation,  m'  et  n' 
sont  les  points  où  la  normale  commune  perce  chacun 
des  plans,  et  comme  cette  normale  est  de  front  elle  se 
projette  verticalement  en  vraie  grandeur,  en  m'n' . 

[b)  Les  plans  sont  quelconques,  définis  par  leurs  traces 
(fig.  83).  —  Par  un  changement  de  mur,  en  prenant  le 
nouveau  mur  œiyi  perpendiculaire  aux  traces  horizon- 
tales des  plans,  on  ramène  ce  cas  -nierai  au  cas  particu- 
lier précédent.  Explications  inutiles. 

52.  Application.  —  Trouver  la  plus  courte  distance  de 
deux  droites  (perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites). 

(a)  Solution  dans  l'espace.  —  A  et  B  sont  les  deux  droi- 
tes (fig.  84  en  perspective).  Rappelons  la  solution  connue: 

1°  Par  un  point  G,  pris  sur  B,  mener  une  droite  Ai 
parallèle  à  A  ;  ce  qui  définit  un  plan  P,  parallèle  à  la 
droite  A,  et  passant  par  la  droite  B  ; 

2°  D'un  point  D  pris  sur  A  ahaisser  une  perpendicu- 
laire DE,  sur  le  plan  P,  et  prendre  son  pied  E  ; 

3°  Faire  glisser  DE  jusqu'en  MN  parallèlement  à  elle- 
même  jusqu'à  ce  que  E  vienne  sur  B.  —  MN  est  alors  la 
plus  courte  distance  demandée,  c'est-à-dire  la  perpendi- 
culaire commune  aux  deux  droites  A  et  B. 

(b)  Epure  (fig.  85).  —  Suivre  l'épure  en  regardant  aussi 
la  figure  84,  qui  indique  la  solution  dans  l'espace. 

Légende.  —  ce'  point  pris  sur  la  droite  BB\ 
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(cf  —  c'f'),  droite  menée  parallèle  a  AA'. 
Bf,  trace  horizontale  du  plan  de  B  et  de  (cf  —  <  'f')  ; 
soit  P  ce  plan. 


Fig.  84 


Fig.  85 


!  y7 

!  \a' 
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1        1  1 

!    !    :  A 

— 

a?iyi,  nouveau  mur  perpendiculaire  à  ce  plan  P. 

PP,  trace  verticale  de  ce  plan  P  —  dd',  point  pris  sur  A, 
et  d'i  nouvelle  élévation  du  point  D,  obtenue  par  un 
report  de  hauteur. 

d\e\,  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan 

P  ;  de  est  sa  projection  horizontale  ; 

de,  glisse  jusqu'en  (mn  —  m'n'),  qui  est  la  droite  cherchée. 
Nota.  —  Sa  vraie  grandeur  est  d\e\  sur  le  mur  xiyi. 
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REPRÉSENTATION  DES  COURBES 

§  I.  —  Courbes  quelconques 

53.  Définitions  et  propriétés.  —  (a)  Courbes  planes.  — 
Une  courbe  plane  est  engendrée  par  le  mouvement  continu 
d'un  point  dans  un  plan. 

(b)  Courbes  gauches.  —  La  courbe  est  gauche  si  la  tra- 
jectoire du  point  ne  peut  pas  être  appliquée  sur  un  plan  : 
Dans  cette  première  partie  du  cours  on  ne  s'occupera  que 
des  courbes  planes. 

Fig.  86 


(c)  Sécante.  —  Une  sécante  AB,  est  une  droite  qui  ren- 
contre la  courbe  en  deux  ou  plusieurs  points  (A,  B,  C). 

(d)  langente,  —  Une  tangente,  AT,  en  un  point  A,  est 
la  position  limite  AC  que  prend  une  sécante  AB,  qui  tourne 
de  telle  sorte,  autour  du  point  A,  que  le  point  voisin,  B, 
vienne  se  confondre  avec  le  point  A. 

En  A  la  tangente  a  deux  points  communs  avec  la  courbe 
confondus  en  un  seul.  —  Elle  peut  la  recouper  ailleurs, 
en  C  par  exemple. 

(d)  Normale.  —  La  normale  à  une  courbe,  est  la  droite 
AN  (fig.  88),  menée  perpendiculairement  à  la  tangente,  par 
le  point  de  contact  A.  Pour  les  courbes  planes,  la  nor- 
male sera  prise  dans  le  plan  de  la  courbe. 
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54.  Points  singuliers  des  courbes.  —  (a)  Points  d'in- 
flexion. —  En  un  point  d'inflexion  I  (fig.  89),  la  courbe 
passe  d'un  côté  à  l'autre  de  sa  tangente.  —  En  ce  point  la 
sécante  alb,  dont  IT  est  la  limite,  aurait  trois  points  ab 
et  I  qui  se  confondraient  en  un  seul,  en  même  temps.  On 
dit  alors  que  le  contact  de  IT  est  du  troisième  ordre. 
Pour  une  tangente  ordinaire  (fig.  86),  il  est  dit  du  deuxième 
ordre. 


Fig.  87  Fig.  88  Fig.  90 


(b)  Points  de  rebrous  sèment.  —  Il  y  a  rébroussement  de 
première  espèce  quand  la  courbe  passe  d'un  côté  à  l'autre  de 
sa  tangente,  Aï  (fig.  90),  mais  reste  d'un  même  côté  de  sa 
normale  AN.  Le  rébroussement  est  de  la  deuxième  espèce  si 
la  courbe  reste  d'un  même  côté  de  sa  tangente,  et  aussi  de 
sa  normale  (fig.  91). 

(c)  Points  d'arrêt.  —  C'est  un  point  que  la  courbe  ne 
dépasse  pas.  Si  les  branches  GA  et  AB  de  la  figure  91  se 
confondaient,  A  serait  un  point  d'arrêt. 

55.  La  tangence,  en  projections.  —  (a)  Théorème.  En 
projections  (droites,  obliques,  perspective  ou  ombres)  la  tan- 
gente à  une  courbe  de  V espace  se  projette  suivant  la  tangente  à 
la  projection  de  la  courbe  (fig.  87).  —  En  effet  :  La  sécante 
ab  sera  toujours  la  projection  delà  sécante  AB  de  l'espace. 
b  se  confondra  avec  a,  en  même  temps  que  B  avec  A, 
donc  les  deux  sécantes  ab  et  AB  deviendront  tangentes  en 
même  temps. 

Nota.  —  Le  théorème  est  vrai  pour  les  courbes  gauches. 
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(b)  Concordance  des  projections  d'une  courbe.  —  La  figure 
92  indique  que  Ton  doit  trouver  sur  les  mêmes  lignes  de 
rappel  : 

Les  points  les  plus  à  gauche  (aaf  et  ce')  ; 
Les  points  les  plus  à  droite  (bbf  et  dd')  ; 
Les  points  d'inflexion  (iï) . 

1°  Un  point  tel  que  k'  ou  h'  se  nomme  un  point  le  plus 
haut  ou  le  plus  bas  :  La  tangente  y  est  horizontale. 

2°  Un  point  tel  que  l  ou  î,  se  nomme  un  point  le  plus 
près  ou  le  plus  loin  (du  mur).  —  La  tangente  y  est  de 
front.  11  n'y  a  pas  concordance  entre  h\  h'  et  t,  l. 

Graphiquement  parlant,  dans  une  épure  (fig.  93),  on 
détermine  une  courbe  par  un  certain  nombre  de  points 
bien  choisis. 


Ils  n'ont  pas  besoin  d'être  très  nombreux.  Il  est  pres- 
que plus  avantageux  de  connaître  des  tangentes  que  des 
points.  Un  point  a,  et  la  tangente  en  ce  point,  cela  équi- 
vaut à  deux  points. 

Un  point  d'inflexion  m,  et  sa  tangente  mn,  équivalent 
à  trois  points. 


§  2.  —  Rappel  des  propriétés  et  des  tracés  de  l'ellipse 


La  projection,  droite  ou  oblique  d'un  cercle,  étant  tou- 
jours une  ellipse,  nous  croyons  utile  de  donner,  ou  plutôt 
de  rappeler,  les  tracés  et  les  propriétés  de  cette  courbe  en 
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nous  bornant,  strictement,  à  ce  qui  nous  sera  nécessaire 
par  la  suite.  En  perspective  et  dans  les  ombres  au  flam- 
beau cette  projection  peut  être  une  hyperbole  ou  une 
parabole.  Nous  parlerons  de  ces  deux  dernières  courbes  en 
temps  utile. 

56.  Tracé  d  une  ellipse,  connaissant  ses  axes.  —  (a)  Pro- 
cédé dit  :  par  la  bande  de  papier  (fig.  97)  (en  utilisant  la 
différence  des  axes).  Faire  glisser  la  différence  PQ  =  a —  b 
sur  les  deux  lignes  d'axe.  Le  point  M  décrit  l'ellipse. 


Fig.  97 
B 


(b)  Normale.  —  Menant  PN  et  QN,  perpendiculaires  sur 
les  axes,  le  point  N  de  rencontre  est  un  point  de  la  nor- 
male NM.  On  en  déduirait  la  tangente  en  menant  une 
perpendiculaire  à  la  normale.  Ce  tracé  de  la  normale  est 
très  commode,  en  stéréotomie,  pour  tracer  les  joints  des 
voûtes  elliptiques. 

•  (c)  Remarque. — 4  ou  5  points  par  quadrant  doivent  suffire. 

57.  Connaissant  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse, 
construire  ses  axes  (fig.  98).  — Soit  1,  2,  3,  4  le  parallélo- 
gramme circonscrit  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux 
diamètres  conjugués.  —  Soient  a'  et  b'  les  longueurs  des 
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diamètres  conjugues  OA'  et  OB',  et  soient  encore  a  et  b 
les  longueurs  inconnues  des  axes. 

(a)  Construction  (résultant  des  théorèmes  d'Apollonius). 
—  1°  Au  point  B',  extrémité  d'un  des  diamètres  (&'), 
élever  une  perpendiculaire  sur  l'autre  et  la  prendre  en  B'K 
égale  à  cet  autre  diamètre  (a'). 


Fig.  08 


2°  Sur  OK  comme  diamètre,  tracer  une  circonférence; 
joindre  B'  au  centre  I  de  cette  circonférence  et  prendre 
en  m  et  n  les  intersections  de  la  droite,  ainsi  menée,  avec 
la  circonférence. 

3°  Mener  Om  et  On.  Ces  droites  sont  perpendiculaires 
entre  elles  ;  car  l'angle  nOm  est  inscrit  dans  une  demi- 
circonférence.  Elles  donnent  les  axes  en  position. 

4°  Le  demi-petit  axe  (b)  est  égal  à  B'm,  et  le  demi-grand 
axe  (a)  est  égal  à  B'n.  La  différence  est  donc  le  diamètre 

mn  du  cercle. 

(b)  Nota.  —  La  partie  hachée  de  la  figure  représente 
donc  la  bande  de  papier  toute  placée.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
faire  glisser  m  et  n  sur  les  deux  axes,  trouvés  ci-dessus, 
pour  que  le  point  B',  pris  comme  point  décrivant,  donne 
autant  de  points  que  l'on  voudra  de  l'ellipse. 
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58.  Tracé  rapide  d'une  ellipse  par  la  méthode  dite  des 

huit  points,  —  Nous  donnons  plus  loin  ce  tracé  à  propos 
de  la  projection  du  cercle.  (V.  n°  59,  d.) 

§  3.  —  Projection  du  cercle 


59.  Rappel  de  propriétés  démontrées  dans  les  cours  de 
mathématiques.  —  (a)  Diamètres  conjugués.  —  Dans  un 
cercle,  deux  diamètres  à  angle  droit  sont  conjugués,  c'est- 
à-dire  :  que  chacun  d'eux  coupe  en  parties  égales  les 
cordes  qui  sont  parallèles  à  l'autre.  Dans  l'ellipse,  projec- 


TTL 


b    à  f 

Fig.  94  bis 


JTL 


tion  du  cercle,  les  diamètres  correspondants  seront  donc 
aussi  conjugués. 
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(b)  Axes.  —  Ces  diamètres  seront  les  axes,  si  l'un  des 
diamètres  du  cercle  de  l'espace  est  parallèle  au  plan  de 
projection  (fig.  94),  car  l'angle  droit  que  forment  entre 
eux  ces  diamètres  dans  l'espace  se  projettera  en  vraie 
grandeur  (v.  n°  4),  c'est-à-dire  suivant  un  angle  droit. 

(c)  Carré  et  parallélogramme  circonscrit.  —  A  un  carre 
circonscrit  au  cercle  ABCD  (fig.  95)  répond  un  parallélo- 
gramme abcd  (fig.  95  bis)  circonscrit  à  l'ellipse.  Gela 
suffit  pour  tracer  cette  dernière. 


Fig.  95 

B 


Fig.  95  bis 


(d)  Méthode  des  huit  points.  —  En  effet:  1°  aux  points  t, 
milieux  des  côtés,  l'ellipse  est  tangente  à  ces  côtés. 

2°  Aux  points  v,  v,  de  petite  diagonale  et  w,  w,  de  grande 
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diagonale,  les  tangentes  sont  parallèles  à  l'autre  diagonale. 
Et  l'on  remarquera  que  sur  le  cercle  le  rapport 

OW  _  i 

oc  ~  /ï 

sensiblement  0,7  (plus  exactement  0,707).  Par  conséquent, 
ce  rapport  se  conservant  en  projection,  on  aura  assez 
exactement  les  points  v  et  w?,  de  petites  et  grandes  diago- 
nales en  prenant  le  point  qui  les  partage  aux  7/tO  de  leur 
longueur  à  partir  du  centre  (ou  aux  3/10  à  partir  de  l'ex- 
trémité). 

La  construction  ci-contre  (fig.  96)  permet,  avec  l'équerre 
à  45°,  de  partager  rigoureusement  une  longueur  dans  le 
\ 

rapport  de  -j=-  Par  o  et  A  (fig.  96)  on  mène  deux  lignes 
s/  2 

à  45°,  qui  se  coupent  en  a.  On  rabat  ensuite  oa,  en  oV. 

Ce  tracé  sera  surtout  utilisé  dans  les  ombres  usuelles 
à  45°. 

Fig.  96 


\r46° 


/15° 


60.  Épure  des  projections  d'un  cercle.  —  (a)  ler  Cas.— 
Le  plan  du  cercle  est  debout  (fig.  99).  Soit  OO'  le  centre, 
R  le  rayon,  a  l'angle  que  le  plan  fait  avec  le  sol. 

En  élévation,  le  cercle  se  projette  tout  entier  suivant 
une  droite  limitée,  B'B',  dont  la  longueur  est  2R,  deux 
fois  le  rayon. 

En  géométral  :  1°  Le  grand  axe  est  la  projection  AA  du 
diamètre  du  cercle  qui  est  parallèle  au  sol,  et  par  consé- 
quent perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  puisque  le  plan 
est  debout.  Il  est  projeté  vraie  grandeur  et  par  suite  égal 
à  R,  de  chaque  côté  du  centre. 

2°  Le  petit  axe  est  perpendiculaire  au  précédent  ;  ses 
extrémités  B,  B  sont  les  projections  horizontales  des 
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points  B',  B',  le  plus  à  gauche  et  le  plus  à  droite  de 
l'élévation . 

(b)  2e  Cas.  —  Le  plan  du  cercle  est  vertical  (fig.  100).  — 
Solution  tout  à  fait  analogue. 


Fig.  100 

A' 


(c)  3e  Cas.  Le  plan  du  cercle  est  quelconque  (fig.  101). 

Problème.  —  On  se  donne  :  1°  un  plan  par  ses  deux  traces. 
Le  point  de  rencontre  des  traces  est  hors  de  l'épure  ;  ce 
point  est  inutile  à  posséder  ;  2°  un  point  oo'  dans  ce  plan: 
ce  sera  le  centre  d'un  cercle;  3°  le  rayon  R  du  cercle. 
Trouver  sur  chaque  projection,  c'est-à-dire  en  géométral 
et  en  élévation,  les  axes  des  ellipses,  projections  du  cercle. 

1°  Axes  en  géométral.  —  Grand  axe.  —  Sur  l'horizontale 
AA  du  centre,  porter  de  part  et  d'autre  des  longueurs  ok 
et  oA  égales  à  R. 

Petit  axe.  —  On  coupe  par  un  plan  vertical  bob,  pas- 
sant par  le  centre  et  perpendiculaire  au  grand  axe.  On 
rabat  en  Bioa  (bx  —  h,  hauteur  du  centre),  la  ligne  de 
plus  grande  pente  déterminée  par  le  plan  obb  ;  et  de  part 
et  d'autre  on  porte  OBi  =  R  =  OBi.  —  On  relève  finale- 
ment Bi  et  Bi  en  b  et  b,  ce  qui  donne  le  petit  axe. 

2°  Axes  en  élévation.  —  Construction  analogue.  Coupe 
faite  par  le  plan  debout  o'c  et  rabattue  en  o'Ci£>  obtenue 
en  reportant  la  profondeur,  p,   du  centre.  On  porte 
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o'Ci  =  R  =  o'Gi  ;  et  on  relève  en  C  et  C,  ce  qui  donne  le 
petit  axe.  Le  grand  axe  D'D'  est  pris  sur  la  ligne  de  front 
du  centre  ;  il  est  égal  à  2R. 

Remarque.  —  1°  En  b'  et  b\  élévations  de  b  et  b,  les 
tangentes  sont  horizontales.  En  c  et  c,  projections  hori- 
zontales de  c  et  de  c'  les  tangentes  sont  de  front. 


§  4.  —  Exercices  proposés 

61.  Exercices  sur  les  chapitres  I  et  II. 

1.  On  donne  sur  une  épure  les  projections  d'un  point  ; 
trouver  les  projections  de  son  symétrique  par  rapport  : 

1°  Au  plan  horizontal  ;  2°  au  plan  vertical  ;  3°  au  plan 
bissecteur  du  premier  et  du  troisième  dièdres  ;  4°  au  plan 
bissecteur  du  deuxième  et  du  quatrième  dièdres  ;  5°  à  la 
ligne  de  terre. 

2.  On  donne  les  projections  d'une  droite  ;  trouver: 

1°  Le  point  où  elle  perce  le  plan  bissecteur  du  premier 
et  du  troisième  dièdres;  2°  le  point  où  elle  perce  le  plan 
bissecteur  du  deuxième  et  du  quatrième  dièdres. 

3.  On  donne  une  droite  AA'  et  un  point  mm  ;  trouver 
les  projections  d'une  droite  qui  passe  par  le  point  et  qui 
rencontre  la  droite  donnée  et  la  ligne  de  terre. 

4.  Quelle  particularité  présente,  dans  l'espace,  une 
droite  dont  les  projections  font  des  angles  égaux  avec  les 
plans  de  projections  ? 

5.  Quelle  particularité  présente,  dans  l'espace,  une 
droite  dont  les  projections  font  des  angles  égaux  avec  la 
ligne  de  terre  ;  ou  dont  les  projections  sont  parallèles  ? 

62.  Exercices  sur  le  chapitre  III. 

1.  Etant  donné  deux  droites  quelconques  par  leurs 
projections,  trouver  un  nouveau  mur  x{yi  sur  lequel  leurs 
élévations  soient  parallèles.  (Résolu  au  n°  49-ô.) 

2.  Étant  donné  deux  droites  quelconques  parleurs  pro- 
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jections,  les  amener,  par  un  déplacement  de  niveau,  à 
avoir  leurs  élévations  parallèles.  (Résolu  au  n°  49-c.) 

3.  On  donne,  sur  une  épure,  les  projections  d'un  point 
et  l'on  demande  de  changer  le  plan  vertical,  de  façon  que 
le  point  soit  dans  l'un  ou  l'autre  des  plans  bissecteurs  des 
nouveaux  dièdres. 

4.  On  donne  les  projections  d'une  ligne  droite  ;  changer 
le  plan  vertical  de  façon  que  la  droite  soit  dans  l'un  ou 
l'autre  des  plans  bissecteurs  des  nouveaux  dièdres. 

5.  On  donne  les  projections  d'une  droite;  l'amener  par  un 
déplacement  de  niveau  à  être  contenue  dans  un  des  plans 
bissecteurs  des  quatre  dièdres. 

63.  Exercices  sur  les  Chapitres  IV,  V  et  VI.  —  Repré- 
sentation du  plan.  —  Rabattements.  —  Droites  et  plans 
parallèles  ou  perpendiculaires.  —  Représentation  des 
courbes. 

1.  On  donne  les  projections  de  quatre  points;  reconnaître 
si  ces  quatre  points  sont  dans  un  même  plan. 

2.  Par  un  déplacement,  de  niveau  ou  de  front,  amener 
une  droite  à  être  parallèle  à  un  plan. 

3.  Par  un  déplacement,  de  niveau  ou  de  front,  amener 
un  plan  à  être  perpendiculaire  à  un  autre  plan. 

4.  Par  un  déplacement,  de  front  ou  de  niveau,  amener 
un  plan  à  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

5.  Par  un  déplacement,  de  front  ou  de  niveau,  amener 
une  droite  à  être  perpendiculaire  à  une  autre  droite. 

6.  Quelle  particularité  présente,  dans  l'espace,  un  plan 
dont  les  traces  font  des  angles  égaux  avec  la  ligne  de 
terre,  ou  sont  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre? 

7.  On  s'exercera  à  donner  la  représentation  la  plus  géné- 
rale (Voir  43,  fig.  72)  d'un  corps  solide  dans  lequel  pour- 
ront entrer  des  circonférences.  —  On  choisira  utilement 
des  objets  usuels  tels  que  :  un  tabouret,  un  petit  banc,  un 
entonnoir,  un  seau,  un  baquet,  etcr . .  ;  aucun  exercice 
ne  vaut  celui-là,  pour  s'habituer  à  voir  dans  l'espace. 
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INTERSECTIONS 

§  1 .  —  Généralités 

64.  Méthode  générale  pour  trouver  l'intersection  de 
deux  surfaces  S  et  S'.  —  (a)  Règle  générale.  —  Pour  trouver 
rintersection  de  deux  surfaces  S  et  S'  on  les  coupe  par 
une  troisième  surface  dite  :  auxiliaire,  Zi,  convenablement 

choisie.  On  obtient  ainsi  deux  courbes  auxiliaires  SZi 

(intersection  de  S  et  de  Zi),  et  S'Zt  (intersection  de  S'  et 

de  Z4).  Ces  deux  courbes  SZ4  et  ifz\,  appartenant  à  la 
môme  surface  Zi,  se  coupent  en  un  ou  plusieurs  points 
Mi,  Ni,  Pi. . .   Ces  points  étant  à  la  fois  sur  les  courbes 

SZi  et  S'Zt,  qui  sont  respectivement  sur  les  surfaces  S  et 
S',  sont  communs  à  ces  deux  surfaces  ;  ce  sont  donc  des 
points  courants  de  l'intersection  cherchée. 

Une  autre  surface  auxiliaire  Z2  donnera  d'autres  courbes 

auxiliaires  SZ2  et  S'Za,  et  d'autres  points  courants  de  l'in- 
tersection :  M2,  N2,  P2. . . 

On  répétera  l'opération  autant  de  fois  qu'il  le  faudra,  et 
joignant  ensuite  par  des  courbes  continues  les  points 
courants  Mt,  M>,  M3...,  Ni,  N2,  N3. ..,  on  aura  l'intersec- 
tion cherchée. 

(b)  Remarque.  —  Tout  revient  donc  à  choisir  convena- 
blement la  surface  auxiliaire  Zi  ou  Z2...,  de  telle  sorte 
que  l'intersection  de  S  et  de  Zi,  et  de  S'  et  de  Zi,  soit 
plus  facile  à  déterminer  que  celle  de  S  et  de  S'. 

(c)  Les  surfaces  sont  des  plans  quelconques.  —  Les  surfaces 
auxiliaires  Zi  et  Z2  seront  d'autres  plans,  mais  placés  dans 
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des  positions  plus  simples  (horizontaux,  de  front,  perpen- 
diculaires au  mur  ou  perpendiculaires  au  sol).  Il  en  suffira 
de  deux  puisque,  l'intersection  étant  une  ligne  droite, 
deux  points  la  détermineront. 

Nous  devons  donc,  d'abord,  apprendre  à  chercher  l'in- 
tersection d'un  plan  quelconque  par  un  de  ces  plans  dans 
des  positions  simples,  car  ce  seront  eux  qui  serviront, 
plus  tard,  de  plans  auxiliaires .  (V.  plus  loin  les  Epures, 
n°  66.) 

65.  Méthode  générale  pour  trouver  l'intersection  d'une 
surface  S  et  d'une  ligne  C  (droite  ou  courbe).  —  [a)  Règle. 
—  Par  la  ligne  C,  on  fait  passer  une  surface  auxiliaire  Z, 
convenablement  choisie.  On  prend  son  intersection  auxi- 
liaire (SZ)  avec  la  surface  S.  La  ligne  SZ  rencontre  la 
ligne  G,  parce  qu'elle  est  avec  elle  sur  une  même  surface 
Z.  Soient  Mi,  M2...  les  points  de  rencontre.  Ce  sont  les 
points  demandés. 

(b)  Nota.  —  Tout  revient  donc  à  choisir  convenablement 
la  surface  auxiliaire  Z,  de  façon  que  l'intersection  auxi- 
liaire (SZ)  soit  facile  à  déterminer. 

(c)  La  ligne  est  droite.  —  Si  la  ligne  G  est  une  droite,  Z 
sera  ordinairement  un  plan,  et,  souvent,  l'un  des  plans 
projetants  de  la  droite. 

(d)  La  ligne  est  une  circonférence .  —  Si  la  ligne  G  est 
une  circonférence,  Z  sera  le  plan  de  cette  circonférence  ; 
ce  pourrait  être  une  sphère,  etc. 


§  2.  —  Intersection  de  plans  entre  eux 

66.  Intersection  de  deux  plans  dans  les  cas  simples  où 
on  peut  la  tracer  à  priori. 

(a)  Plan  quelconque  P,  et  plan  horizontal  H  (fig.  102). 
G'eist  le  problème  connu  :  «  Déterminer  dans  un  plan  une 
horizontale  (hc,  h'c')  de  hauteur  donnée  z.  »  (no  28,  fig.  52). 
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(b)  Plan  quelconque  et  plan  de  front  K  (fig.  103).  C'est  le 
problème  connu  :  «  Déterminer  une  ligne  de  front  {cd,  c'a') 
de  profondeur  donnée.  » 


(c)  Plan  quelconque  P,  défini  soit  par  ses  traces,  soit  par 
trois  points,  et  plan  debout  T  (fig.  10't).  C'est  le  problème 
connu:  t  Connaissant  l'élévation  c'd!  d'une  droite  d'un 
plan  P,  déterminer  sa  projection  horizontale  cd.  »  En  N, 
le  plan  P  est  donné  par  trois  points,  et  en  M  par  ses 
traces. 

Wg.  104 
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(d)  Plan  P  quelconque  et  plan  vertical  T  (fig.  105).  C'est 
le  problème  connu  :  «  Etant  donné  la  projection  horizon- 
tale cd  d'une  droite  d'un  plan,  trouver  son  élévation  c'd'.  » 

Nota.  —  Sur  la  figure  105  M,  le  plan  P  est  déterminé  par 
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deux  directrices  parallèles  AA'  et  BB',  et  sur  la  figure  N 
par  ses  traces. 


M 

B' 
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n 

rC 

T  p/ 

/d' 
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M 

B 

67.  Intersection  de  deux  plans  quelconques.  (Emploi  de 
deux  plans  auxiliaires  zi  et  *2.) 

(a)  Plans  déterminés  par  leurs  traces.  —  Ces  dernières  se 
coupant  dans  la  feuille  (fig.  106).  —  Le  premier  plan  Z4 
auxiliaire  est  le  plan  horizontal:  il  donne  comme  ligne  auxi- 
liaire, SZt,  du  premier  plan,  la  trace  horizontale  Pc,  pc' 
du  premier  plan  et  comme  seconde  ligne,  S'Zi,  la  trace 
horizontale  cQ,  c'q'  du  second  plan  ;  ce  qui  donne  comme 
premier  point  courant  le  point  ce' . 

Le  deuxième  plan  auxiliaire  choisi,  Z2,  est  le  mur. 

Les  lignes  auxiliaires  qu'il  détermine  sont  les  traces 
verticales  p'd'  et  q'd'  de  chacun  des  plans. 


Fig.  106  Fig.  107 


Le  deuxième  point  courant  est  le  point  d'd  où  ces  traces 
se  coupent.  L'intersection  est  cd,  c'd' . 
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(b)  Les  traces  se  coupent  hors  de  la  feuille  (fig.  107).  — 
On  emploie  deux  plans  auxiliaires  horizontaux  Zi  et  Z2, 
déterminant  des  horizontales  qui  se  recoupent,  pour  le 
plan  Z1?  en  mm'  et,  pour  le  plan  Z2,  en  nri.  L'intersection 
est  (mn,  mV). 

Nota.  —  On  aurait  pu  employer  pour  plans  auxiliaires 
deux  plans  de  front,  ou  un  plan  de  front  et  un  plan  de 
niveau,  ou  deux  plans  debout,  etc.  En  un  mot,  tout  plan 
étudié  au  no  66  pourrait  servir  de  plan  auxiliaire. 

Nota.  —  Les  lecteurs  s'exerceront  à  traiter  les  cas  par- 
ticuliers d'intersection  dont  ils  trouveront  les  énoncés 
dans  les  recueils  de  questions  d'examens.  Nous  ne  traite- 
rons que  les  deux  cas  suivants,  qui  se  présenteront,  très 
souvent,  dans  les  épures. 

68.  Intersections  de  deux  plans  définis  par  leurs  traces 
horizontales,  sur  un  même  sol,  et  par  leurs  traces  verti- 
cales sur  deux  murs  différents  (xy  et         (fig.  d08). 


Fig  108 


Soit  P  le  premier  plan  :  sa  trace  verticale  est  donnée  en 
Vg'  sur  le  premier  mur  xy. 

Soit  Qi  le  deuxième  plan  :  sa  trace  verticale  est  donnée 
en  /yiQi  sur  le  deuxième  mur  Xiyt. 

Le  plan  horizontal  (le  sol),  considéré  comme  premier 
plan  auxiliaire,  donne  un  premier  point  cy  projeté  en  c' 
et  c'i. 

Un  second  plan  horizontal,  quelconque  d'ailleurs,  et  de 


7G 


INTERSECTIONS 


niveau  arbitraire  h,  donne  les  horizontales  gd  et  fd,  et, 
à  leur  intersection,  un  deuxième  point  d,  d'y  d'u 

L'intersection  est,  en  géom.,  cd.  Sur  la  première  élévation 
elle  est  c'd',  et  sur  la  deuxième  élévation  elle  est  c\d\ . 

69.  (Très  fréquent.)  Plans  déterminés,  chacun,  par  leur 
ligne  de  plus  grande  pente.  C'est  le  cas  précédent  simpli- 
fié (fig.  109). 

On  emploie  encore  un  plan  horizontal  auxiliaire  mené 
à  une  hauteur  h,  arbitraire.  Il  donne  les  horizontales  gb 
et  fb,  se  recoupant  en  b. 

L'intersection  est  ab  en  géométral. 

L'épure  donne  en  «Bi  son  rabbattement  et  en  y  l'angle 
qu'elle  fait  avec  le  sol. 


70.  Plan  debout  et  plan  vertical.  —  Il  arrivera  souvent 
que  les  deux  plans  seront  :  l'un  perpendiculaire  au  mur 
(P),  l'autre  (Q),  perpendiculaire  au  sol.  Dans  ce  cas,  chacun 
d'eux  sert,  respectivement,  de  plan  projetant  à  l'intersec- 
tion, laquelle  est,  à  priori,  en  plan  la  trace  horizontale  ab 
du  plan  Q  et  en  élévation  la  trace  verticale  a'b'  du  plan  P. 
11  n'y  a  donc,  dans  ce  cas,  aucune  construction  à  faire. 

§'3.  —  Intersection  de  droites  et  de  plans 


Fig,  109 


Fig.  110 


71.  Intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  quelconques. 
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—  (a)  1er  Cas.  —  Le  plan  P  est  défini  par  ses  traces.  La 
droite  (lm,  i'm')  est  quelconque  (fig.  111). 

Le  plan  auxiliaire  Z  est  le  plan  projetant  verticalement 
la  droite.  L'intersection  auxiliaire  est  l'2\  1  2.  En  plan  elle 
est  différente  de  la  projection  horizontale  de  la  droite. 
Elle  la  recoupe  en  m,  rappelé  verticalement  en  m'. 
mm!  est  le  point  cherché. 


(b)  2e  Cas.  —  Le  plan  est  défini  par  trois  points  abc,  a'b'c'. 
La  droite  est  DD'  (fig.  112). 

On  choisit  pour  plan  auxiliaire  Z  le  plan  projetant  ver- 
ticalement la  droite.  Il  recoupe  le  triangle  en  l'2'  rappelé 
en  1  2. 

L'intersection  est  le  point  mm'. 

(c)  Remarques .  —  1°  Le  plan  auxiliaire  Z  ne  sera  pas 
toujours  un  plan  projetant.  Par  exemple  s'il  s'agit  de  trou- 
ver l'intersection  d'une  droite  et  d'une  pyramide,  on  fera 
passer  le  plan  auxiliaire  Z  par  le  sommet  de  la  pyramide. 

2°  On  pourra  encore  rendre  le  plan  debout  et  profiter 
du  raccourci  complet  qui  en  résultera,  en  élévation  (v.  n° 
suivant  72). 

72.  Intersection  d'un  plan  unique  et  d'une  série  de 
droites  (prisme,  pyramide,  polyèdre,  cône...)  (fig.  113). 

(a)  Epure.  —  Dans  ce  cas,  il  sera  tout  indiqué  de  prendre 
un  nouveau  mur  x\yh  perpendiculaire  au  plan  sécant  ; 
alors,  à  cause  du  raccourci  complet,  tous  les  points  cher- 


Fig.  1 
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chés  y  seront  groupés  suivant  une  ligne  droite  m\n\pir\ 
qui  est  la  trace  Q'i  du  plan  sécant  sur  ce  nouveau  mur. 

Fig.  113 


Une  fois  les  points  obtenus  ainsi,  en  élévation  auxiliaire, 
on  les  rappelle  en  géométral,  en  mnpr  et,  ensuite,  sur 
l'ancienne  élévation  en  m'n'p'r' . 
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(b)  Lignes  vues  et  lignes  cachées.  —  Une  fois  les  points 
d'intersection  trouvés  en  m,  n,  p,  r,  les  arêtes  vues  de 
la  pyramide  devront  être  tracées  en  lignes  vues  (trait  plein) 
à  partir  du  sommet  jusqu'en  ces  points  et  disparaître 
ensuite,  c'est-à-dire  être  tracées  en  ponctué  (points  ronds), 
Oar  à  partir  de  ces  points  ce  qui  reste  des  arêtes  est  caché 
par  le  plan  sécant 

Sur  la  première  élévation,  xy,  l'arête  s'b'  est  cachée 
entièrement  par  la  pyramide. 

Sur  la  nouvelle  élévation,  xiyh  les  rayons  visuels  ont 
la  direction  indiquée  par  la  flèche  Vi,  et  c'est  l'arête  S\a\ 
qui  est  cachée  en  entier. 

§  4.  —  Intersections  pour  les  circonférences 

73.  Intersection  d'une  circonférence  G  et  d'un  plan  P, 
dans  l'espace.  —  (a)  Méthode  générale.  —  1°  Par  la  cir- 
conférence (fig.  114),  faire  passer,  comme  plan  auxiliaire 
Z,  son  propre  plan. 

2°  Prendre  en  ab  l'intersection  de  Z  et  du  plan  donné,  P. 


3°  Prendre  en  M  et  N,  s'ils  existent,  les  points  où  la 
droite  auxiliaire  ab  rencontre  le  cercle. 


80 


INTERSECTIONS 


(b)  Nota. —  Gomme  on  veut  éviter  de  tracer  des  ellipses, 
projections  de  circonférences,  cette  dernière  opération, 
lorsque  nous  ferons  l'épure,  nécessitera  un  rabattement 
du  plan  Z;  à  moins  que  ce  plan  ne  soit  déjà  de  front  ou 
de  niveau. 

74.  Epure  de  l'intersection  d'un  plan  quelconque  et 
d'une  circonférence.  —  (a)  Le  plan  du  cercle  est  de  niveau 
{ou  de  front)  (fig.  115).  —  Soit  :  P  le  plan  donné,  Z  le  plan 
du  cercle,  oo'  son  centre,  R  son  rayon.  Le  plan  Z  est  de 
niveau. 

Epure.  —  Le  plan  Z,  pris  comme  auxiliaire,  donne, 
dans  le  plan  P,  une  horizontale  l'2'  —  12,  qui  recoupe  la 
circonférence  en  m  et  n  rappelés ,  en  élévation ,  en  m! 
et  n\ 

Nota.  —  Se  rendre  compte  des  parties  vues  ou  cachées. 

(b)  Le  plan  du  cercle  est  perpendiculaire  au  mur  ou  au 
sol  (fig.  116).  —  Soit  :  P  le  plan  quelconque,  Z  le  plan  de 
la  circonférence.  11  est  perpendiculaire  au  mur.  oo'  est  le 
centre  et  on  donne  le  rayon. 

Fig  116 


Epure.  —  Le  plan  Z,  pris  comme  auxiliaire,  coupe  le 
plan  P  suivant  ab  —  a'b' .  On  rabat  le  plan  Z,  horizonta- 
lement; mais,  pour  simplifier,  on  prend  pour  charnière 
le  diamètre  horizontal  oo'  du  cercle.  La  droite  auxiliaire 
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ab  se  rabat  en  «A,  et  on  trouve  rabattus  en  mtH,,  par 
recoupement  avec  la  circonférence,  les  points  cherchés. 
Il  ne  reste  qu'à  les  relever  en  m  et  n,  sur  ab,  et  à  les 
rappeler  ensuite  en  m'  et  n'  sur  a'b'. 

(n)  Le  plan  du  cercle  est  quelconque.  —  On  ramène  au 
deuxième  cas  en  prenant  un  nouveau  mur  xiyi  perpendi- 
culaire au  plan  du  cercle  (faire  l'épure). 

75.  Intersection  de  deux  circonférences,  dans  l'espace. 

—  (a)  Théorème.  —  Si  deux  circonférences  se  rencontrent, 
elles  appartiennent  à  une  même  sphère  (fig.  117).  —  En 
effet  :  soient  C  et  D  les  centres  des  cercles,  AB  la  corde 
commune,  I  le  milieu  de  cette  corde. 

Joignons  CI  et  ID,  et  considérons  le  plan  Q  de  ces  deux 
droites.  Il  est  perpendiculaire  à  la  corde  AB,  puisque  CI 
et  ID  sont  perpendiculaires  à  AB.  Par  conséquent,  si  en  G 
et  en  D,  nous  menons  des  droites  perpendiculaires  aux 
plans  respectifs  des  circonférences,  elles  seront  toutes 
deux  contenues  dans  le  plan  Q,  et  elles  se  rencontreront. 

Fig.  117  Fig.  118 


Soit  0,  le  point  de  rencontre.  Joignons  0,  à  un  point 
quelconque,  M,  du  cercle  G,  et  au  point  A;  on  aura 
OM  =  OA    comme  obliques  d'égal  écartement. 

De  même  pour  la  deuxième  circonférence;  on  aura 
ON  —  OA.  Donc  le  point  0  est  à  égale  distance  de  tous 
les  points  de  chacune  des  circonférences,  et  par  suite  ces 
circonférences  sont  sur  une  sphère  dont  le  centre  serait 
en  0.  C.  Q.  F.  D. 

MEM.  P.  B.  11 
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(b)  Réciproque.  —  La  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie, 
car  deux  cercles  peuvent  appartenir  à  une  même  sphère 
sans  se  rencontrer.  Exemple  :  cercles  G  et  D  (fig.  118). 

76  Epures  de  l'intersection  de  deux  circonférences.  — 

Lorsque  le  problème  de  l'intersection  de  deux  circonfé  - 
rences se  présentera  dans  une  épure,  on  le  résoudra 
comme  suit  : 

1°  On  s'assurera  qu'elles  sont  sur  une  même  sphère 
réelle  ou  fictive  ;  autrement  dit,  on  vérifiera  qu'il  existe 
un  point  0,  duquel  tous  leurs  points  sont  à  égale  distance  ; 
cette  vérification  faite,  le  point  0  ne  servira  plus. 

2°  On  cherchera  l'intersection  AB  des  plans  des  deux 
cercles;  dès  lors,  une  des  deux  circonférences  deviendra 
inutile. 

3°  On  cherchera,  comme  n°  74,  l'intersection  de  la  droite 
AB,  avec  une  des  deux  circonférences.  On  aura  soin  de 
choisir  celle  dont  le  plan  se  présentera  le  mieux,  afin 
d'éviter  ou,  du  moins,  de  simplifier  un  rabattement. 

Nota.  —  Nous  aurons  à  exécuter  cette  épure  dans  les 
problèmes  sur  les  angles  (v.  plus  loin). 

§  5.  —  Problèmes  divers  conduisant  a  des  recherches 
d'intersections,  etc. 

76.  Par  un  point  A,  mener  une  droite  qui  en  rencontre 
deux  autres,  G  et  D,  non  situées  dans  un  même  plan.  — 

(a)  Solution  dans  l'espace  (fig.  119). —  1°  Le  lieu  géomé- 
trique des  droites  qui,  passant  par  A,  rencontrent  la 
droite  G,  est  un  plan.  (Nous  le  déterminerons,  en  P, 
par  une  deuxième  droite  AG  parallèle  à  C.) 

2°  Prenons  en  M  l'intersection  du  plan  P  et  de  la 
deuxième  droite  D.  Joignons  AM,  nous  avons  la  ligne 
demandée. 

(b)  Epure  (fig.  120).  —  On  a  mené  (ag  —  a'g')  parallèle  à 
DD',  ce  qui  détermine  le  plan  P.  Pour  avoir  sonintersec- 
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tion  avec  CC,  on  considère  le  plan  G'  projetant  verticale- 
ment G  :  il  coupe  en    (1  i'  —  2'2)   les  deux  directrices  du 

Fig.  119  Fig.  120 


C 


plan  P.  On  joint,  en  plan,  1  2,  on  prolonge  en  m,  jusqu'à 
C,  et  am,  rappelé  en  élévation  en  a1  m',  est  la  solution. 

(c)  Vérification.  —  Les  deux  points  n  et  n'  où  les  droites 
am  et  a'm!  rencontrent  D  et  D'  doivent  être  sur  une 
même  ligne  de  rappel. 

77.  Parallèlement  à  une  direction  AA',  mener  une 
droite  qui  en  rencontre  deux  autres,  G  et  D,  non  situées 
dans  un  même  plan  [Epure,  fig.  121).  —  1°  Je  cherche  le 

Fig  121 


lieu  des  droites  qui,  passant  par  la  droite  DD',  sont  paral- 
lèles à  la  direction  AA'.  G'estunplan  P  que  Ton  définit 
par  DD'  et  par   (og  —  a! g')    parallèle  à  AA'. 


84 


INTERSECTIONS 


2°  On  cherche  l'intersection  de  ce  plan  P,  avec  la 
droite  CC.  A  cet  effet,  le  plan  auxiliaire  C,  projetant 
verticalement  G,  donne  la  droite  —  12,  qui,  en  plan, 
recoupe  en  m  la  droite  G.  La  solution  est  mn  —  m'ri, 
parallèle  à  AA'. 

Vérification.  —  Les  points  n  et  n  de  rencontre  avec  DD' 
doivent  concorder  comme  ligne  de  rappel. 

78.  Application.  —  Trouver  la  perpendiculaire  com- 
mune à  deux  droites  :  A  et  B.  —  1°  On  cherche  sa  direc- 
tion AA'.  — A  cet  effet,  par  un  point  quelconque  de  l'espace, 
qu'il  ne  faut  pas  prendre  sur  la  ligne  de  terre,  on  mène 
deux  plans  a  et  [3  respectivement  perpendiculaires  sur  les 
droites  A  et  B.  On  sait  qu'il  suffit  de  prendre  leurs  traces 
perpendiculaires  aux  projections  de  même  nom  des  droites. 
L'intersection  des  deux  plans  a  et  (3,  donne  la  direction 
cherchée  A. 

2°  On  la  met  en  place.  —  Cela  revient  à  mener  une 
droite  parallèle  à  la  direction  trouvée  A  et  qui  rencontre 
les  deux  droites  A  et  B.  C'est  le  problème  résolu  au  para- 
graphe précédent. 

On  devra  faire  l'épure  malgré  que,  au  point  de  vue  de  la 
précision  graphique,  cette  méthode  ne  soit  généralement 
pas  à  recommander. 


§  6.  —  Questions  a  chercher 

79.  Mise  en  place  de  solides.  —  (a)  Enoncé  n°  1.  — 
Projeter  un  cube  placé  de  telle  sorte  que  l'une  de  ses  dia- 
gonales étant  verticale  une  de  ses  arêtes  soit  de  front. 

(b)  Enoncé  n°  2.  —  On  donne  un  plan  passant  par  la  ligne 
de  terre  et  incliné  à  38°  sur  le  plan  horizontal.  Dans  ce 
plan  un  point  aa\  donné  par  sa  hauteur.  Ce  point  est  pris 
pour  sommet  d'un  hexagone  régulier  dont  un  côté  ferait 
un  angle  de  43°  avec  la  ligne  de  terre. 
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Construire  et  représenter  la  pyramide  régulière  qui 
aurait  cet  hexagone  pour  base  et  une  hauteur  de...  h 
millimètres. 

(c)  Enoncé  n°  3.  —  On  donne  :  1°  une  pyramide  régu- 
lière à  base  carrée.  Le  côté  du  carré  de  base  a  40  milli- 
mètres, et  la  hauteur  110  millimètres. 

2°  Un  plan  P,  défini  par  sa  trace  horizontale  et  par  son 
angle  a,  fait  avec  le  sol  ;  dans  ce  plan  une  droite  ab, 
inclinée  à  30°  sur  la  trace. 

On  demande  de  placer  la  pyramide  de  telle  sorte  qu'un 
des  côtés  de  sa  base  soit  confondu  avec  ab,  et  que  la  face 
latérale  répondant  à  ce  côté  soit  couchée  sur  le  plan  P. 

80.  Questions  orales  d'examen;  épures  à  exécuter.  — 

(a)  Trouver  sur  une  droite  {ab  —  a'b')  un  point  mm'  dont 


(b)  On  donne  trois  droites  non  situées  dans  un  même 
plan.  Déterminer  les  projections  du  parallélipipèdc  qui 
aurait  ces  trois  droites  pour  arêtes. 

(c)  On  donne  les  projections  horizontales  des  arêtes  d'un 
trièdre  trirectangle  et  la  hauteur  (cotée)  du  sommet. 
Construire  les  projections  d'un  cube  qui  aurait  ce  trièdre 
pour  angle  solide  et  dont  les  côtés  auraient  une  longueur 
donnée. 

(d)  On  donne  le  triangle  suivant  lequel  le  plan  horizon- 
tal coupe  les  trois  arêtes  issues  du  même  sommet  d'un 
cube.  On  connaît  la  grandeur  du  côté  du  cube.  Repré- 
senter le  solide  en  plan  et  en  élévation. 

(e)  On  donne  trois  points,  aa'  —  bb'  —  ce'.  Représenter 
le  lieu  des  points  également  éloignés  de  ces  trois  points. 

(f)  Trouver  la  trace  verticale  d'un  plan  dont  la  trace 
horizontale  est  donnée,  sachant  que  les  deux  traces  font 
entre  elles,  dans  l'espace,  un  angle  a. 

{g)  Étant  donné  un  plan,  par  ses  traces,  changer  de  mur 
de  façon  que  la  nouvelle  trace  verticale  fasse  avec  la  trace 
horizontale  un  angle  donné. 


la  hauteur  soit  les  —  de  la  profondeur 
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(h)  Construire  un  plan  passant  par  deux  points  donnés, 
sachant  que  ses  traces  font,  dans  l'espace,  un  angle  droit. 

(i)  Epure.  —  On  donne  une  pyramide  dont  la  base  est 
un  quadrilatère  quelconque  abcd,  dans  le  plan  horizontal, 
et  dont  le  sommet  est  S  (S  sera  coté)  :  1°  La  couper  par 
un  plan  tel  que  la  section  soit  un  parallélogramme  dont 
un  côté  ait  une  longueur  donnée.  2°  Prendre  la  petite 
pyramide  ainsi  détachée  dans  la  grande  et  située  au-dessus 
du  plan  sécant.  La  faire  tourner  sur  sa  base  en  superposant 
les  sommets  de  cette  base  qui  sont  opposés  les  uns  aux 
autres  et  représenter  le  double  solide  ainsi  constitué. 


CHAPITRE  VIII 


LES   TROIS   CORPS  RONDS 


(au  point  de  vue  graphique) 


§  1.  —  Les  corps  ronds,  lieux  de  points  ou  de  droites 


81.  La  sphère.  —  (a)  Génération.  —  La  sphère  est  le 
lieu  des  points  (tel  que  M),  dont  la  distance  Mo,  à  un 
point  fixe  o,  nommé  centre,  reste  constante  (fi g.  122). 


(b)  Définitions.  —  Elle  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  la  rotation  complète  d'un  cercle  ZEY  qui 
tourne  autour  d'un  de  ses  diamètres  ZY.  Un  point  quel- 
conque, A,  engendre  un  petit  cercle,  ou  parallèle  de  la 
sphère.  Le  point  E,  le  plus  éloigné  de  Taxe,  engendre  un 
grand  cercle  ou  équateur.  Le  cercle  mobile  ZEY,  dans 
toutes  ses  positions,  se  nomme  le  méridien  de  la  sphère. 

82.  Le  cône  de  révolution.  —  (a)  Génération.  —  Le  cône 
est  engendré  par  la  rotation  complète  d'une  droite  SG 
autour  d'un  axe,  SO,  qui  la  rencontre. 


A.  DÉFINITIONS 


Fig.  122 


Fig.  123 


;Y 
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La  droite  mobile  se  nomme  génératrice.  Le  point  de 

rencontre,  S,  est  le  sommet, 
(b)  Lieux  géométriques. —  Le  cône  est  le  lieu  géométrique  : 
1°  Des  droites  qui,  passant  par  un  point  fixe  S,  appelé 

sommet,  font  un  angle  constant  a,  avec  une  autre  droite 

fixe,  SO  ; 

2°  Des  droites  qui,  passant  par  un  point  fixe  S,  font  un 
angle  constant  (90°  —  a)  avec  un  plan  fixe  P. 

Ce  plan  sera  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône. 

3°  Des  droites  qui,  passant  par  un  point  fixe  S,  sont  à 
une  distance  constante  (IJ  =  IK)  d'un  point  fixe  I 
(fig.  124). 

Nota.  —  Si  du  point  I  comme  centre,  avec  la  distance 
donnée  8  pour  rayon,  on  décrit  une  sphère  (fig.  124),  le 
cône  aura  pour  axe  SI  et  sera  circonscrit,  à  la  sphère  tout 
le  long  d'un  parallèle  dit  de  contact,  JKM. . .  Le  plan  de 
ce  parallèle  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône. 

On  dira  qu'un  pareil  cône  est  défini  par  son  sommet  et 
par  une  sphère  inscrite. 


Fig.  iU  Fig.  125 


83.  Le  cylindre  de  révolution.  —  (a)  Génération.  —  Le 
cylindre  est  engendré  par  une  droite  AB  (fig.  125)  tournant 
autour  d'un  axe  ZZ  qui  lui  est  parallèle. 

(b)  Lieux  géométriques.  —  Le  cylindre  est  le  lieu  géo- 
métrique : 

1°  Des  droites  qui  restent  parallèles  à  une  direction 
donnée  et  dont  la  distance  à  un  point  fixe,  0,  reste 
constante  ; 
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2°  Des  droites  de  direction  fixe,  tangentes  à  une  même 
sphère.  Dans  ce  cas,  le  cylindre  est  défini  par  son  axe  et 
par  une  sphère  inscrite. 

§  2.  —  Plans  tangents  aux  corps  ronds 

84.  Plan  tangent  à  la  sphère  (fig.  126).  — -  (a)  Définition. 
—  C'est  le  plan  mené  par  un  point  M,  de  la  sphère,  et 
perpendiculaire  au  rayon. 


Fig.  126 
S 


(b)  Propriétés.  —  Ce  plan  contient  les  tangentes  (telle 
que  MT)  à  tous  les  cercles  (tels  que  MN)  qui  passeraient 
par  le  point  M  sur  la  sphère. 

En  effet:  soit  MT  l'intersection  du  plan  tangent  et  du 
plan  du  petit  cercle  MN. 

1°  MT,  du  plan  tangent,  est  perpendiculaire  à  OM  par 
suite  de  la  définition. 

2°  Ot  est  perpendiculaire  au  plan  du  petit  cercle.  Donc  : 

3°  En  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  Mi 
est  perpendiculaire  sur  MT  et  par  suite  MT  est  la  tangente 
au  petit  cercle.     C.  Q.  F.  D. 

85.  Plan  tangent  au  cône  (fig.  123).  —  (a)  Définition.  — 
C'est  le  plan  T,  qui  passant  par  la  génératrice  SC,  con- 
tient aussi  la  tangente  CD  au  cercle  de  base. 

(b)  Propriétés. —  Le  plan  tangent  au  cône  contient  la  gènc- 
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ratrice  et  est  perpendiculaire  au  plan  méridien.  En  effet,  si 
l'on  joint  OC,  cette  droite,  cdmme  rayon  du  cercle  de  base, 
est  perpendiculaire  sur  la  tangente.  D'après  le  théorème 
des  trois  perpendiculaires,  il  en  est  de  même  de  SC. 
Donc  :  1°  la  tangente  CD,  à  la  base,  est  perpendiculaire 
au  plan  méridien  SOC,  et  2°  le  plan  tangent  T,  qui  la 
contient,  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  plan  méridien. 
(Voir  fig.  123,  page  87.)  C.  Q.  F.  D. 

(c)  Remarques.  —  1°  Le  plan  tangent  ï  fait  avec  l'axe 
du  cône  l'angle  a  (demi-angle  au  sommet  du  cône)  et  avec 
son  plan  de  base,  le  complément  (90°  —  a)  de  cet  angle. 

t°  Si  l'on  considérait  un  autre  parallèle  JK,  du  cône,  et 
le  point  K  de  ce  parallèle  situé  sur  la  même  génératrice 
que  le  point  G  de  la  base,  on  démontrerait,  exactement  de 
la  même  façon,  que  la  tangente  à  ce  parallèle  au  point  K, 
est  perpendiculaire  aussi  au  plan  méridien  SCO  ;  elle  est 
donc  contenue,  elle  aussi,  dans  le  plan  tangent  au  point  G. 

Donc  le  plan  tangent  en  G,  est  aussi  tangent  en  K,  d'où 
Ton  déduit  ce  théorème  : 

(d)  Théorème.  —  Le  plan  tangent  à  un  cône  est  tangent 
tout  le  long  de  la  génératrice  du  point  de  contact. 

86.  Le  cône  considéré  comme  «  enveloppe  »  de  plans.  — 

Une  surface  est  une  enveloppe  de  plans  lorsqu'elle  a  tous 
ces  plans  pour  plans  tangents.  En  conséquence  : 

1°  Tous  les  plans  qui,  passant  par  un  point  fixe  S,  font 
avec  une  droite  fixe,  SO,  un  angle  a,  ont  pour  enveloppe 
un  cône  d'angle  a,  de  sommet  S  et  d'axe  SO  (fig.  123)  ; 

2°  Tous  les  plans  qui,  passant  par  un  point  fixe  S,  font 
un  angle  constant  (90°  —  <x)  avec  un  plan  fixe,  ont  pour 
enveloppe  un  cône  dont  l'axe  est  la  perpendiculaire  au 
plan  menée  par  S,  et  dont  l'angle  au  sommet  est  a.  L'angle 
à  la  base  est  90°— a  (fig.  123); 

3°  Tous  les  plans  qui,  passant  par  un  point  fixe,  S,  sont 
à  une  distance  constante  S  d'un  point  fixe  I  (fig.  124),  ont 
pour  enveloppe  un  cône  dont  le  sommet  serait  S,  et  qui 
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serait  lui-môme  circonscrit  à  une  sphère  décentre  I  et  de 
rayon  o. 

87.  Plan  tangent  au  cylindre.  —  {a)  Définition.  —  C'est 
le  plan  P,  qui  passant  par  une  génératrice  AB,  contien- 
drait la  tangente  BT  à  la  base  (fig.  127). 


{b)  Propriétés.  —  1°  Il  contient  la  tangente  AP  à  toute 
autre  base;  par  conséquent  il  est  tangent  en  tous  les 
points  A,  G,  B  de  la  génératrice. 

2°  ïl  est  parallèle  à  Taxe,  et  situé  à  une  distance  8  de  cet 
axe  qui  est  constante  et  égale  à  R,  rayon  du  cylindre. 

3°  Une  droite  quelconque  GK  du  plan  tangent  a  pour 
plus  courte  distance  entre  elle  et  Taxe  le  rayon  IG,  du 
point  de  contact  G. 

88.  Le  cylindre  considéré  comme  «  enveloppe  »  de  plans. 

—  1°  Tous  les  plans  qui,  tout  en  restant  parallèles  à  une 
droite,  en  restent  à  une  distance,  8,  constante,  ont  pour 
enveloppe  un  cylindre  dont  Taxe  est  la  droite  donnée  et 
dont  le  rayon  est  o. 

2°  Toutes  les  droites  de  l'espace  dont  la  plus  courte  dis- 
tance à  une  droite  fixe  OZ  est  toujours  égale  à  o  sont 
groupées  sur  les  plans  tangents  d'un  cylindre  d'axe  OZ,  et 
de  rayon  8. 

Cette  propriété  sera  utilisée  plus  loin  dans  les  problèmes 
sur  les  distances. 


Fig.  127 
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§  3.  —  Construction  de  plans  tangents  aux  corps  ronds 

89.  Plan  tangent  mené  au  cône,  par  un  point  extérieur 

M.  —  (a)  Solution  dans  Vespace  (fig.  128). —  1°  Parle  point 
M  on  mène  un  plan  P  dit  de  section  droite  (il  vaudrait 
mieux  dire  :  de  section  circulaire).  Il  est  perpendiculaire 
sur  Taxe.  2°  Du  point  M  on  mène  les  tangentes  Ma  et  Mb 
au  cercle  de  section.  3°  Les  droites  Sa  et  Sb  sont  les  géné- 
ratrices de  contact  et  les  plans  tangents,  solutions  de  la 
question,  sont  définis  par  Sa,  et  M  ou  par  Sb  et  M. 

(b)  Epure  (fig.  129).  —  Données.  —  On  se  donne  Taxe  SZ 
du  cône  en  projection  horizontale  seulement.  Le  sommet 
S  est  défini  par  sa  cote  de  hauteur  (ici  de  23  millimètres); 
de  plus,  le  point  Z  est  la  trace  horizontale  de  l'axe.  On 
connaît  en  outre  le  demi-angle  au  sommet  (a  =  31°)  du 
cône. 

Fig.  128 


Le  point  M  est  donné  par  sa  projection  horizontale  m  et 
par  sa  cote  de  hauteur  (27  millimètres). 

Solution. —  i°  On  prend  un  mur  xy  parallèle  à  l'axe  et  sur 
lequel  ce  dernier  se  projette  en  S'Z'  en  vraie  grandeur, 
ainsi  que  l'angle  au  somme*  a  accusé  par  la  génératrice 
de  front,  S'a". 

2°  Par  le  point  donné  mm',  on  mène  un  plan  debout 
m'd'o'  perpendiculaire  sur  l'axe  ;  il  recoupe  le  cône  sui- 
vant un  cercle  dont  l'élévation  est  la  droite,  limitée,  d'o'c'. 

3°  On  rabat  ce  cercle  sur  le  plan  de  front  W,  qui  con- 
tient l'axe  et  avec  lui  le  point  m'  en  Mi  obtenu  en  repor- 
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tant  de  m'  en  Mi  la  profondeur  e  =  mz,  du  point,  rela- 
tive à  ce  plan  de  front  W. 

Fig.  129 


4°  On  mène  les  tangentes  MtAi  (ou  MtBi)  a  ce  cercle 
rabattu,  puis  on  relève  le  point  de  contact  Ai  en  a',  rap- 
pelé en  a,  par  report  de  la  profondeur  relative  Ata'  =  o. 

La  génératrice  de  contact  est  Sa  (ou  Sb)  parfaitement 
définie  et  le  plan  tangent  est  également  défini  par  la 
droite  Sa  —  S'a'  d'une  part  et  par  le  point  m,  voire  même 
par  la  droite  ma — m'a',  projection  de  la  tangente  MiAi 
après  le  relèvement. 

90.  Plan  tangent  mené  au  cône,  parallèlement  à 
une  direction  donnée  A.  —  (a)  Solution  dans  V espace 
(fig.  130).  —  1°  Choisir  en  P  un  plan  de  base  circulaire, 
c'est-à-dire  un  plan  P  perpendiculaire  sur  Taxe  et  cou- 
pant le  cône  suivant  un  cercle. 
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2o  Par  le  sommet  S,  mener  une  droite  Sa,  parallèle  à  A, 
et  prendre  en  a,  son  intersection  avec  le  plan  de  base. 

3°  Mener  en  ara  —  an  les  tangentes  à  la  base.  Les  géné- 
ratrices de  contact  sont  Sm  —  Sw,  et  les  plans  tangents 
sont  oSm  et  aSn. 


Fig.  130 


(b)  Epure.  —  L'épure  sera  faite  dans  une  leçon  suivante, 
à  propos  des  problèmes  sur  les  angles. 

91.  Plan  tangent  mené  au  cylindre  par  un  point  exté- 
rieur M. 

(a)  Solution  dans  V espace  (fig.  131).  —  1°  Par  le  point  M 
mener  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre  ; 
2°  déterminer  le  cercle  ainsi  obtenu  ;  3°  lui  mener  du 
point  M,  deux  tangentes  Ma  et  Mb, 


Fig  181 


Les  génératrices  de  contact  sont  ak  et  bB  passant  par 
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les  contacts  a  et  b,  et  les  plans  tangents  sont  ou  bien  MaA 
ou  bien  M&B.  La  solution  est  donc  analogue  à  celle  donnée 
pour  le  cône. 

(b)  Epure.  —  Sera  faite  plus  tard. 

92.  Plan  tangent  mené  au  cylindre,  parallèlement  à  une 
direction  donnée  A.  —  (a)  Solution  dans  Vespace  (fig.  132). 
—  Par  un  point  quelconque  A,  on  mène  :  1°  Une  paral- 
lèle AD  à  la  direction  A  et  2°  une  parallèle  AG  à  l'axe. 
Le  plan  de  ces  droites  coupe  le  plan  de  base  circu- 
laire suivant  une  direction  GD.  3°  On  mène  à  la  base  deux 
tangentes  mn  et  m'n'  parallèles  à  cette  direction  GD,  et  les 
génératrices  de  contact  sont  Mm  et  MV.  Les  plans  tan- 
gents sont  Mmn  et  M'mV. 


Fig.  132 


(b)  Epure.  —  Sera  faite  plus  tard. 

93.  Plan  tangent  à  la  sphère.  —  (a)  Par  un  point  de  la 
surface.  —  Mener  deux  tangentes  à  deux  cercles  quel- 
conques de  la  surface  passant  par  le  point.  On  choisira 
de  préférence  un  cercle  de  front  et  un  cercle  de  niveau. 
Le  plan  sera  déterminé  par  ces  deux  tangentes. 

On  pourrait,  par  le  point  donné  sur  la  sphère,  mener  un 
plan  perpendiculaire  au  rayon  ;  ou  bien  encore,  par  la 
tangente  au  méridien,  mener  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  méridien.  Ce  sera  la  solution  donnée  pour  les 
surfaces  de  révolution  en  général. 
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(b)  Parallèlement  à  un  plan  donné.  —  Mener  le  rayon 
perpendiculaire  au  plan  donné  ;  prendre  son  intersection 
avec  la  sphère,  c'est-à-dire  y  porter  une  longueur  égale 
à  R  ;  et  par  le  point  ainsi  obtenu  mener  un  plan  parallèle 
au  plan  donné. 

Nota.  —  On  engage  le  lecteur  à  faire  toutes  les  épures 
dont  les  solutions  dans  l'espace  sont  indiquées  ci-dessus. 
On  prendra  les  données  analogues  à  celles  de  la  figure  129. 

§  4.  —  Plans  tangents  communs  aux  corps  ronds 

94.  Plans  tangents  communs  à  deux  cônes.  —  (a)  Théo- 
rème. —  Pour  que  deux  cônes  aient  deux  plans  tangents 
communs ,  il  faut  qu'ils  soient  circonscrits  à  une  même 
sphère,  0  (fig.  133). 

Fig.  133 


\ 


En  effet,  aux  points  m  et  n,  où  les  cercles  de  contact, 
ab  et  cd,  se  coupent,  le  plan  tangent  à  la  sphère  est  tan- 
gent à  chacun  des  deux  cônes. 

Remarquer  :  1G  Que  la  ligne  des  sommets,  ST,  appar- 
tient aux  deux  plans  tangents,  et  2°  que,  si  les  cercles  de 
contact,  ab  et  cd,  ne  se  coupaient  pas,  il  n'y  aurait  pas  de 
plan  tangent  commun  ;  mais  alors  la  ligne  des  sommets 
serait  noyée  dans  chacun  des  cônes. 

(b)  Nota.  —  Ce  théorème  comprend  : 

1°  Le  cas  où  Tun  des  cônes  restant  fixe  le  centre  de  la 
sphère  inscrite  s'éloignerait  indéfiniment  sur  son  axe  ; 
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alors  le  second  cône  deviendrait  parallèle  au  premier 
(fig.  134)  ;  on  dit  alors  que  les  cônes  sont  homothétiques. 
Il  suffit,  dans  ce  cas,  de  mener  la  ligne  des  sommets  ST 

Fig.  134 


et  par  sa  trace  Z,  sur  un  plan  de  base,  de  mener  une  tan- 
gente à  l'une  des  bases  ;  elle  est  aussi  tangente  à  l'autre. 

2°  Le  cas  où  les  cônes  (fig.  135)  ont  même  sommet.  (La 
sphère  inscrite  se  réduit  alors  à  un  point.)  Dans  ce  cas 


pour  avoir  les  plans  tangents  communs,  (a)  on  inscrit 
une  sphère  quelconque,  0,  dans  l'un  des  cônes  ;  (b)  on  lui 
circonscrit  un  cône  T,  parallèle  au  deuxième  cône,  et  on 
est  ramené  soit  au  cas  de  la  figure  133,  soit  à  celui  de  la 
figure  134. 

95.  Observation.  —  Les  plans  tangents  communs  aux 
cylindres  entre  eux,  aux  cylindres  et  aux  cônes,  n'ont  pas 
un  intérêt  graphique  suffisant  pour  que  nous  en  parlions 
ici. 


^  S 


Fig;  135 
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PROBLÈMES  SUR  LES  ANGLES 

§  1 .  —  Angles  de  droites  entre  elles 

96.  Angle  de  deux  droites.  —  (a)  Solution  dans  l'espace. 
—  1°  Prendre  le  plan  des  deux  droites  qui  sont  supposées 
se  couper  ; 

2°  Rabattre  ce  plan  horizontalement  ou  de  front. 
(b)  Epure  (fig.  136).  —    (Sa— S'a')   et   (Sô  —  S'ô')  sont 
les  deux  droites. 

Fig.  136 


On  prend  en  a'b'  —  ab  une  horizontale  du  plan  des 
deux  droites.  Elle  servira  de  charnière. 
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On  rabat  S  en  St  (voir  Rabattements,  n°s  37  a  38),  et  Ton 
obtient  en  aStb  l'angle  demandé. 

(c)  Cas  particulier  (à  chercher).  —  Une  des  droites  est  de 
niveau  :  alors  c'est  elle-même  qui  sera  prise  comme  char- 
nière. 

97.  Problème  i.  —  Par  un  point  A,  mener  une  droite 
qui  en  rencontre  une  autre,  SB,  sous  un  angle  donné  a.  — 

(a)  Solution  dans  V espace.  —  1°  Prendre  le  plan  de  SB  et 
du  point  A  ; 

2°  Le  rabattre  de  niveau  ou  de  front  et,  dans  cette  posi- 
tion, résoudre  le  problème  comme  on  le  ferait  en  géo- 
métrie plane  ; 

3°  Relever  la  droite  trouvée. 

Fig.  137 


{b)  Epure  (fig.  137).  —  1°  Par  aa',  mener  une  horizon- 
tale,   a'b'  —  ab,    du  plan  ; 
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2°  La  prendre  pour  charnière  et  rabattre  en  Si  un  point 
quelconque  ss'  de  la  droite  sb  —  s'I'    (voir  Rabattements)  ; 

3°  &Si  est  la  droite  bs  —  b's'  rabattu.e  ;  le  point  a  n'a 
pas  bougé  comme  étant  sur  la  charnière  ; 

4°  Mener  aNi  faisant  avec  &Si  l'angle  a  donné  ; 

5°  Relever  Ni  en  n  sur  bs,  puis  en  ri  sur  b's'. 

La  solution  est  la  droite    {an  —  a'ri). 

(c)  Application  (à  chercher).  —  Par  la  môme  méthode  : 
Abaisser  d'un  point  une  perpendiculaire  sur  une  droite  et 
déterminer  sa  grandeur,  c'est-à-dire  trouver  la  distance 
d'un  point  à  une  droite. 

98 .  Problème  2 .  —  Trouver  une  droite  située  dans  un 
plan,  P,  passant  par  un  point  S  de  ce  plan  et  faisant  un 
angle  donné  a  avec  une  droite  donnée  SA,  située  hors  du 
plan.  —  (a)  Solution  dans  l'espace  (fig.  138).  —  1°  SA  étant  la 
droite  donnée,  toutes  les  droites  qui  font  avec  elle  l'angle  a 
sont  les  génératrices  d'un  cône,  ayant  SA  pour  axe,  le 
point  S  pour  sommet  et  a  pour  angle  générateur.  On 
construira  ce  cône. 

2°  On  prendra  son  intersection  avec  le  plan,  ce  qui 
reviendra  à  prendre  les  points  M  et  N  où  un  cercle  quel- 
conque de  base  du  cône  coupe  le  plan.  C'est  le  problème 
connu  :  Intersection  d'un  plan  et  d'une  circonférence, 
nos  73  et  74. 


(b)  Epure.  —  La  feuille  représente  le  plan  horizontal 
(fig.  139). 


Fig. 138 
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1°  Le  plan  est  donné  par  sa  trace  PR  et  par  le  point  SS' 
dont  la  hauteur  (s)  est  connue  ; 


Fig.  139 


2°  La  droite  est  donnée  par  sa  projection  horizontale 
Sb.  S  est  à  une  hauteur  connue  s,  et  b  est  supposé  être  la 
trace  de  la  droite  (hauteur  nulle)  ; 

3°  On  prend  pour  mur  le  plan  xy  projetant  horizontale- 
ment Sb  ;  on  a  en  S'ô,  par  reports  de  hauteurs,  l'élévation 
de  SB,  et  l'on  remarquera  que  S'R  est  la  trace  verticale  du 
plan  P  ; 

4°  Le  cône  a  pour  axe  S'b  et  pour  génératrices  de  front 
Sy  ou  S'd'  (non  tracé),  faisant  l'angle  a  avec  S'6  ; 
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5°  La  base  du  cône  sera  dans  le  plan  debout  g'Qf  et 
perpendiculaire  sur  Taxe.  Le  cercle  de  base  aura  pour 
diamètre  a' g'.  (Soit  Q  ce  plan.) 

6°  On  prend  l'intersection  du  plan  Q  et  du  plan  P.  Les 
traces  horizontales  se  coupent  en  /*,  et  les  traces  verti- 
cales en  d'd.  L'intersection  est  fd  —  a'd'  ; 

7°  On  rabat  sur  le  mur  xy  le  cercle  en  a'Mig'  et  la 
droite  fd  en  Fid' .  On  a  pris  QFi  —  Q/*,  et  d!  est  un  point 
de  charnière  ; 

8°  Fid'  recoupe  le  cercle  en  Mi  et  Nt  relevés  sur  l'in- 
tersection fd,  d'abord  en  m!  et  ri,  rappelés  ensuite  en 
m  et  n. 

Les  solutions  sont  donc  les  droites  sm  et  sn  bien  déter- 
minées ;  car  on  connaît  les  hauteurs  de  s,  de  m  et  de  n, 
qu'il  n'y  a  qu'à  prendre  sur  l'élévation  xy. 

(c)  Nota.  —  Sur  le  croquis,  la  deuxième  solution,  Sn, 
n'est  pas  tracée  ;  on  devra  la  chercher. 

99.  Problème  3.  —  Trouver  une  droite  située  dans  un 
plan  P,  passant  par  un  point  S  de  ce  plan,  et  faisant  un 
angle  donné  avec  un  autre  plan  donné  Q.  —  Même  solu- 
tion que  problème  2.  Seulement  Taxe  du  cône  sera  per- 
pendiculaire au  second  plan  Q  ;  l'angle  à  la  base  sera 
l'angle  (S,  et  par  suite  l'angle  au  sommet  sera  90°  —  $  =  a. 

Résolvons  le  problème  dans  le  cas  usuel  où  le  plan 
donné  Q  est  le  plan  horizontal. 

(a)  Epure  (fig.  140).  —  Le  plan  est  défini  par  ses  traces. 
Le  point  donné  est  ZS'  situé  sur  le  plan.  On  abaisse  S'Z', 
perpendiculaire  sur  le  sol,  et  on  prend  cette  ligne  comme 
axe  d'un  cône  de  révolution  dont  l'angle  à  la  base  sur  le 
plan  horizontal  sera  l'angle  donné  a.  (S*  —  SY)  est  la  géné- 
ratrice de  front  de  ce  cône.  Sa  base  sur  le  plan  horizon- 
tal est  le  cercle  de  rayon  Zb,  qui  recoupe  en  a  et  b  la 
trace  horizontale  du  plan.  Les  deux  solutions  sont  les 
droites  (Sa  —  SV)  et  (Sb  —  S'V). 

(b)  Nota.  —  Pour  qu'il  y  ait  deux  solutions,  l'angle 
donné  a  doit  être  plus  petit  que  l'angle  p  des  lignes  de 
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plus  grande  pente  du  plan.  Si  a  =  p,  le  cercle  tab  sera 
tangent  en  K  à  la  trace  du  plan  ;  il  n'y  aura  qu'une  seule 
solution  qui  sera  la  ligne  de  plus  grande  pente  ZK. 

Fig.  140 


100.  Problème  4.  —  Mener  une  droite  qui  en  rencontre 
deux  autres  (non  situées  dans  un  même  plan)  sous  des 
angles  donnés  a  et  p.  —  Chercher  d'abord  sa  direction  A. 
C'est  un  problème  nouveau. 

La  mettre  ensuite  en  place.  Problème  déjà  traité-(n°  77)  ; 
nous  ne  le  résoudrons  pas. 

{a)  Solution  dans  l'espace  (fig.  141).  —  Par  un  point  S 


quelconque,  mener  SA  — SB  parallèle  aux  deux  droites 
données  ; 
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Les  prendre  pour  axes  de  cônes,  ayant  l'un  a,  l'autre  j3, 
de  demi-angle  au  sommet  ; 

Chercher  les  génératrices  Sm  —  Sn  d'intersection  de  ces 
deux  cônes  ;  ce  qui  nécessite  ce  qui  suit  : 

1°  prendre  sur  les  génératrices  deux  points  G  et  K,  qui 
soient  à  une  même  distance  X,  quelconque  d'ailleurs,  du 
sommet  ; 

2°  faire  décrire  à  ces  points  leurs  cercles  respectifs  ;  ces 
cercles  seront  sur  une  même  sphère  de  centre  S  et  de 
rayon  X  et,  par  conséquent,  si  le  problème  est  possible, 
ils  se  recouperont  en  m  et  n.  On  se  souvient  (75)  qu'il 
suffit  de  considérer  un  seul  des  deux  cercles  et  ses  recou- 
pements m  et  n  avec  l'intersection  mn  des  plans  des  deux 
cercles. 

(b)  Epure  (fig.  442).  —  Sa  et  Sb  sont  les  projections 
horizontales  des  droites.  Le  point  S  est  choisi  sur  le  sol 
(hauteur  nulle). 


Fig.  142 


i°  Le  plan  projetant  Sa  est  rabattu  et  donne  en  Sa'  la 
droite  de  front  (ce  plan  Sa  servira  de  premier  mur,  xy). 
De  même  : 

2°  Le  plan  projetant  S&,  pris  comme  deuxième  mur  xyi 
donne  après  rabattement  l'élévation  de  S&,  en  Sô'i  (de 
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front).  Les  droites  sont  donc  définies  chacune  de  leur 
côté. 

3°  Le  premier  cône  d'axe  Sa',  d'angle  au  sommet  a,  a 
pour  génératrice  principale  Sg',  faisant  avec  Sa'  l'angle  a. 

4°  Le  deuxième  cône  a  pour  génératrice  SK'1?  faisant 
avec  Sô'i  le  second  angle  donné  (3.  Sur  chaque  généra- 
trice on  prend  une  môme  longueur  quelconque 

Sg'  =  SK't  =  A  ; 

et  on  considère  les  cercles  respectivement  décrits  par  les 
points  g'  et  K',.  Leurs  plans  sont  P  et  Q. 

5°  On  prend  l'intersection  cd —  c'd'  des  plans  P  et  Q, 
ce  qui  nécessite  un  plan  horizontal  auxiliaire  à  une  hau- 
teur h  arbitraire. 

6°  On  rabat  un  des  plans  (P)  sur  le  mur  xy  :  ce  qui 
donne  la  circonférence  MiNi  d'une  part  et  la  droite  CiD, 
de  l'autre. 

7»  On  prend  en  Mt  et  Ni  les  intersections  ;  on  relève  en 
m  et  sur  la  ligne  cd.  Les  solutions  sont  les  droites 
Sm  et  Sn. 

§2.  —  Angles  de  droites  et  de  plans 

101.  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan  (fig.  143).  —  C'est 
l'angle  a,  que  la  droite  fait  avec  sa  projection  sur  le  plan. 
Au  lieu  de  le  mesurer  directement,  on  mène  au  plan  une 
normale  AN  par  un  point  quelconque  de  la  droite  et  on 
mesure  l'angle  NAB,  qui  est  le  complément  de  l'angle 
demandé.  (Faire  l'épure.) 

102.  Angles  (a  et  (3)  d'une  droite  avec  les  plans  de  pro- 
jection (fig.  144).  —  (a)  Angle  a  qu'elle  fait  avec  le  sol.  — 
On  considère  le  plan  abb'  qui  projette  la  droite  horizon- 
talement et  on  le  rabat,  soit  sur  le  sol,  en  Bt&a,  soit  sur 
le  mur,  par  une  rotation,  en  b'Aob.  Dans  les  deux  cas, 
cela  donne  l'angle  a. 
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(b)  Angle  $  qu'elle  fait  avec  le  mur.  —  On  rabat,  soit 
sur  le  mur,  en  A'i&V,  soit  sur  le  sol,  en  aB2a',  le  plan 
aa'b'  projetant  la  droite  verticalement. 

Fi  g.  143 


103.  Problème  inverse.  —  Par  un  point  SS',  mener  une 
droite  qui  fasse  des  angles  donnés,  a,  avec  le  sol  et  [3  avec 

le  mur  (fig.  145).  —  (a)  Solution  dans  l'espace.  —  Elle  est 
tout  à  fait  analogue  à  celle  du  n°  100,  mais  elle  conduit  à 
jine  épure  plus  simple. 

Le  lieu  géométrique  des  droites  qui,  passant  par  le 
point  S,  font  l'angle  a  avec  le  plan  horizontal  est  un  cône 
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de  révolution  dont  le  sommet  est  S,  et  dont  l'axe  est  ver- 
tical. On  construira  ce  premier  cône.  Son  angle  à  la  base 
sera  l'angle  a. 


Fig.  145 


De  môme,  le  lieu  des  droites  qui,  passant  par  S,  font  un 
angle  (3  avec  le  plan  vertical  est  un  autre  cône  de  sommet 
S,  d'axe  debout  et  d'angle  à  la  base  (S  sur  le  plan  vertical. 

On  construira  ce  deuxième  cône  et  Ton  prendra  son 
intersection  avec  le  premier. 

(b)  Epure  (fig.  145).—  1°  sa  — s'a'  est  une  droite  de 
front,  faisant,  avec  le  sol,  un  angle  a.  On  la  fait  tourner 
autour  de  la  verticale  du  point  S,  et  elle  engendre  le  pre- 
mier cône  dont  la  base  sera  le  cercle  anm  sur  le  sol. 

2°  Sb  —  S'b'  est  une  droite  de  niveau  faisant  avec  le 
mur  l'angle  p.  On  la  fait  tourner  autour  de  la  ligne  debout 
qui  passe  par  le  sommet,  et  elle  engendre  le  second  cône. 
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3°  On  prend  sur  la  génératrice  de  niveau  de  ce  deuxième 
cône  une  longueur  Se  =  X,  égale  à  la  longueur  S'a'  de 
la  génératrice  du  premier  cône.  Le  point  ce',  en  tournant, 
engendre  un  cercle  qui  étant  sur  une  même  sphère  (de 
rayon  X)  que  le  point  aa  doit,  s'il  y  a  une  solution,  re- 
couper le  cercle  anm. 

Or  le  cercle  engendré  par  ce'  est  de  front  et  est  projeté 
horizontalement  suivant  la  droite  cmn  :  Donc  les  points 
cherchés  sont  mm'  et  nri  situés  à  la  rencontre  de  la  droite 
et  du  cercle,  et  la  droite  demandée  est  (Sm  —  S'm')  ou 
(Sn  —  SV). 

(c)  Discussion.  —  Pour  qu'il  y  ait  une  solution,  il  faut 
que  la  droite  nmc  recoupe  la  circonférence  anm.  IJ  faut, 
pour  cela,  que  la  distance  S/*  du  point  S  à  cette  droite  soit 
plus  petite  que  le  rayon  de  la  circonférence. 

Le  triangle  S/c  donne  :  S/*  =  X  sin  [3.  Sur  le  plan  ver- 
tical, le  triangle  S'a'/*  donne,  pour  le  rayon  du  cercle  : 
a'f  —  X  COS  a. 

On  doit  donc  avoir  : 

X  sin    <  X  cos  a, 

ou  en  remplaçant  cos  a  par  sin  ^ — ,  et  suppri- 
mant le  facteur  commun  X  : 

sin  p  <  sin      —  , 

ce  qui  entraîne,  car  (3  et  — sont  chacun  plus 

petits  qu'un  droit  : 

$<\  —  *,  OU  a  +  ?<y. 

Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que  la 
somme  des  angles  a  et  p  soit  plus  petite  qu'un  angle 
droit. 

Ce  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  du  suivant. 
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104.  Problème.  —  Par  un  point  S,  mener  une  droite 
qui  fasse  un  angle  donné  a  avec  un  premier  plan  A,  et 
un  angle  P,  avec  un  second  plan  B.  —  Même  solution  et 
môme  épure  que  pour  le  problème  du  n°  100  (fig.  141). — 
On  prendra  deux  cônes  d'axes  respectivement  perpendi- 
culaires aux  plans  A  et  B,  et  ayant  pour  sommet  commun 
le  point  S.  Le  premier  cône  aura  pour  angle  k  la  base,  a, 
c'est-à-dire  pour  angle  générateur  au  sommet,  90°  —  a. 
Le  second  aura  pour  angle  générateur   90°  —  p. 

La  droite  demandée  sera  Tune  des  génératrices  d'inter- 
section des  deux  cônes  (on  devra  faire  l'épure). 

§  3.  —  Angles  des  plans 

105.  Angle  de  deux  plans.  —  (a)  L'intersection  des  plans 
est  de  front.  —  Nous  traiterons  d'abord  le  cas  particulier 
où  l'intersection  ab —  ab'  (fig.  146)  des  deux  plans  est 
de  front.  Pour  définir  chacun  des  deux  plans,  il  suffit  de 
donner  leurs  traces  horizontales  aQ  et  a\\.  Les  traces 
verticales  sont  inutiles. 

On  coupe  par  un  plan  S,  perpendiculaire  sur  l'intersec- 
tion ab  —  a'b\  et  par  suite  perpendiculaire  aussi  au 
mur.  Ce  plan  coupe  l'intersection  en  un  point  p'p,  et  il 
recoupe  les  traces  en  m  et  n;  par  conséquent  les  deux 
côtés  du  rectiligne  du  dièdre  des  deux  plans  sont  projetés 
sur  le  sol,  en  pm  et  pn. 

Pour  avoir  ce  rectiligne  en  vraie  grandeur,  on  le  rabat 
en  mV\n  sur  le  sol,  en  prenant  mn  pour  [charnière,  et  i 
pour  centre  de  rotation  du  point  pp' . 

(b)  Remarques.  —  1°  On  voit  qu'il  était  inutile  de  cher- 
cher la  projection  horizontale  du  point  p>  et  qu'il  suffisait 
de  rabattre  directement,  en  Pi,  le  sommet  du  rectiligne 
en  mesurant,  en  Sp'  sur  l'élévation,  le  rayon  de  rotation, 
iPi  de  ce  point. 

2°  On  voit  aussi  qu'il  suffit  de  connaître  les  traces,  P  et 
Q,  des  deux  plans,  la  projection  ab  de  leur  intersection  et 
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l'angle  y  que  cette  droite  fait  avec  le  sol,  ou  bien  encore 
la  cote  de  hauteur  b"b'  d'un  de  ses  points. 


Fig.  146 


(c)  Cas  général  (fig.  147).  —  Nous  supposons  les  plans  R 
et  Q  définis  par  leurs  traces. 

1°  On  cherche  leur  intersection  ab,  en  projection  hori- 
zontale seulement. 

2°  Prendre  un  nouveau  mur  #12/1,  parallèle  h  ab  (pour 
plus  de  simplicité,  on  prend  le  plan  projetant  horizonta- 
lement l'intersection).  On  cherche  en  ab\,  par  report  de 
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hauteur,  la  nouvelle  élévation  de  l'intersection,  et  on  est 
ramené  au  cas  précédent. 

Fig.  147 


On  voit  en  mSp'i  le  plan  du  rectiligne;  lequel  est  per- 
pendiculaire sur  ab  —  a'b'.  Le  sommet  du  rectiligne  est 
p\  rabattu  en  Vu  et  le  rectiligne  est  obtenu  en  vraie 
grandeur  en  mV\n. 

(d)  Question  annexe.  —  Mener  le  plan  bissecteur  du  dièdre 
des  deux  plans. 

On  mène  en  PiV  la  bissectrice  du  rectiligne  trouvé  en 
rabattement,  et  les  traces  du  plan  demandé  sont  aVT 
et  Tb'.  (Par  hasard,  elles  sont  en  ligne  droite). 

Ce  problème  annexe  est  un  cas  particulier  du  suivant. 
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106.  Problème  inverse  (même  fig.  147).  —  Par  une 
droite  (ab  —  a'U)  d'un  plan  (R)  faire  passer  un  autre 
plan  (Q)  qui  fasse  avec  le  premier  plan  un  angle 
donné  a.  —  Commencer  l'épure  comme  si,  le  problème 
étant  résolu,  on  voulait  trouver  l'angle  a.  En  conséquence, 
mener  le  plan  mS,  perpendiculaire  sur  a'b'\  en  déduire 
par  rabattement  en  mP1?  un  des  côtés  du  rectiligne  du 
dièdre.  L'autre  côté,  inconnu,  Vin  sera  tracé  à  la  condi- 
tion de  faire  un  angle  a  avec  Pira;  ce  qui  déterminera 
le  point  n  et,  par  suite,  la  trace  anQ  du  deuxième  plan 
demandé. 

Ce  problème  est  lui-même  un  cas  particulier  du  suivant. 

107.  Problème  général.  —  Par  une  droite  SA,  située 
hors  d'un  plan  R,  faire  passer  un  plan  Q,  incliné  d'un 
angle  a  sur  le  premier.  —  (a)  Solution  dans  V espace 
(fig.  148).  —  1°  D'un  point  S  quelconque  de  la  droite  SA, 
abaisser  une  perpendiculaire  SO  sur  le  plan,  et  la  prendre 
pour  axe  d'un  cône  d'angle  à  la  base  a. 


Fig.  148 

S 


2°  Mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  par  la  droite  SA;  il 
suffit,  pour  cela,  du  point  A  où  la  droite  perce  le  plan,  de 
mener  une  tangente  AM  à  la  base  circulaire  du  cône  sur 
le  plan  R.  Le  plan  demandé  est  défini  par  les  droites  SA, 
AM  et  SM.  Il  y  a  une  deuxième  solution  SAN  répondant 
à  la  deuxième  tangente  AN. 

Nota.  —  Il  peut  ne  pas  y  avoir  de  solution  si  le  point  A 
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tombe  dans  le  cercle  de  base,  c'est-à-dire  si  a  est  <  p 
(angle  de  SA  et  du  plan). 

(b)  Epure.  —  Données  (fig.  149).  —  1°  La  droite  est 
donnée  par  son  plan  projetant  Sd,  et  par  l'angle 


2°  Le  plan  est  donné  par  sa  trace  RR  et  par  son  angle  s, 
avec  le  sol.  Dès  lors  on  prendra  un  mur  xy,  passant  par  S, 
trace  horizontale  de  la  droite,  et  perpendiculaire  au  plan 
donné. 

Solution.  —  1°  Du  point  S  quelconque  (ici,  trace  de  la 
droite),  on  abaisse  la  normale  So  —  So'  sur  le  plan,  le- 
quel est  défini  graphiquement  par  sa  ligne  de  plus  grande 
pente  (ici,  RRi).  oo'  est  le  pied  de  cette  normale  sur  le 
plan. 

2°  On  la  prend  pour  axe  d'un  cône,  S*',  d'angle  à  la 
base  a. 

3°  On  prend  en  ScJ\  par  report  de  la  hauteur  d'un 
point  d  de  la  droite,  l'élévation  de  cette  dernière  sur  le 
mur  xy,  et  on  en  déduit  le  point  a'a,  où  elle  perce  le 
plan  RiR. 

4°  On  rabat,  sur  le  mur  xy,  le  cercle  de  base  et  le 
point  aa\  ce  dernier  en  A2.  On  mène  la  tangente  A2M2  et 


Y  =  d'&d, 


qu'elle  fait  avec  le  sol. 


Fig.  149 
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5°  On  relève  M2  en  m',  puis  en  m,  par  un  report  de 
profondeur. 

Les  trois  droites  am — mS  et,  comme  complément, 
aS,  déterminent  le  plan  demandé. 

Nota.  —  On  cherchera  la  deuxième  solution,  répondant 
à  l'autre  tangente  que  l'on  pourrait  mener  du  point  A2  au 
cercle  rabattu. 


108.  Même  problème.  —  Cas  usuel  où  le  plan  donné  est 
horizontal  (fig.  t50).  —  Nous  le  résoudrons  en  projections 

cotées. 


(2)3)* 


JTL 


Echelle 

1        0       7        2        3       4-  S 


Enoncé.  —  Par  la  droite  cotée  ab,  mener  un  plan  de 
pente  donnée  :  3  pour  2,  par  exemple. 

Soit  ab,  la  droite  :  a(cote  5),  &(cote  2).  On  prend  pour 
plan  horizontal  te  plan  à  la  cote  (2),  passant  par  b. 

L'axe  du  cône  sera  vertical.  On  prendra  a  pour  son 
sommet.  Le  rayon  R  du  cône  calculé  donne,  à  cause  de  la 
pente  3/2  et  de  la  hauteur  3m  du  point  A  au-dessus  du 
point  B  :  R  =  2m.  On  trace,  à  l'échelle,  le  cercle  de 
rayon  R,  et  la  tangente  bm  est  l'horizontale  du  plan 
située  à  la  cote  3.  Le  plan  est  donc  bien  déterminé  par 
ba  et  par  bm.  Il  y  a  une  seconde  solution. 
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109.  Trouver  les  angles  a  et  p,  que  fait  un  plan  P,  avec 
les  plans  de  projection  (fig.  151).  —  (a)  Epure.  —  Soit  P, 
le  plan  défini  par  ses  traces.  1°  Pour  avoir  a,  angle  fait 
avec  le  sol,  on  coupe  par  un  plan  vertical  voa',  perpen- 
diculaire sur  la  trace  horizontale.  On  rabat  la  section  en 
a'vi  sur  le  mur  et  a'viy  donne  en  a  l'angle  cherché. 


Fig.  151 

0        \w\  y 

M1 
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2°  Pour  avoir  [à,  angle  avec  le  mur,  on  coupe  par  un 
plan  debout  w'ob,  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  ;  on 
rabat  en  bw\,  sur  le  sol,  l'intersection  obtenue  et  Ton  a 
l'angle  (3. 

♦  (b)  Remarques.  —  1°  Nous  avons  fait  passer  nos  deux 
plans  sécants  par  un  même  point  0  de  la  ligne  de  terre. 

2°  Si,  du  point  0,  on  abaisse  des  perpendiculaires  OJ, 
OJ'  sur  les  intersections  rabattues,  ces  droites,  tracées 
dans  des  plans  perpendiculaires  chacun  au  plan  P,  et 
dirigées  perpendiculairement  à  l'intersection,  sont  elles- 
mêmes  perpendiculaires  au  plan  P.  Elles  mesurent  donc 
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la  distance  du  point  0  au  plan  P,  et  par  conséquent,  elles 
sont  égales    (OJ  ■==  OJ'h 

Le  cercle  OJJ'  serait  le  contour  apparent  de  la  sphère 
qui  aurait  le  point  0  pour  centre  et  serait  tangente  au 
plan  P. 

110.  Problème  réciproque.  —  Construire  un  plan  qui 
fasse  un  angle  a  avec  le  sol  et  un  angle  $  avec  le  mur. 

—  (a)  Solution  indirecte.  —  On  s'exercera  à  trouver  une 
construction  déduite  par  des  considérations  géométriques 
de  la  figure  151  prise  en  ordre  inverse.  On  démontrera 
que  pour  la  possibilité  du  problème  on  doit  avoir  : 

a  +  (3>  90°. 

Cela  conduit  à  des  traces  difficiles  à  retenir.  Nous  pré- 
férons donner  une  solution  directe  basée  sur  la  considé- 
ration des  plans  tangents  communs  à  deux  cônes  (v.  n°  94). 

(b)  Solution  directe.  —  1°  mm'  est  pris  pour  sommet  d'un 
cône  m'a',  d'axe  m'o'  vertical  et  d'angle  à  la  base  a 
(fig.  152). 

2°  Dans  ce  cône  on  inscrit  une  sphère  o'b'  ;  son  centre 
oo',  pour  simplifier,  est  pris  sur  le  sol,  au  pied  de  l'axe 
du  cône. 

3°  Un  nouveau  cône  Tf,  dont  Taxe  TV  est  debout,  et 
situé  sur  le  sol,  est  circonscrit  à  cette  même  sphère.  Ce 
cône  a  pour  angle  à  la  base,  sur  le  plan  vertical,  l'angle 
donné 

4°  Ces  deux  cônes  étant  circonscrits  à  une  même  sphère 
auront  des  plans  tangents  communs  qui  seront  les  solu- 
tions cherchées.  Mais  le  deuxième  cône  T,  ayant  son 
sommet  sur  le  sol,  il  suffit  de  mener  TP  tangent  à  la  base 
ad,  du  premier  cône  pour  avoir  la  trace  du  plan  demandé. 
On  trouve  facilement,  en  Vu,  la  trace  verticale,  tangente 
à  la  base  uf  du  2e  cône. 

111.  Même  problème.  —  Cas  général  (à  chercher).  — 
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(a)  Enoncé.  —  Par  un  point  M,  faire  passer  un  plan  qui 
fasse  des  angles  donnés  a.  et  $  avec  des  plans  donnés  P  et  Q. 

Fig.152 


Faire  l'épure  avec  les  données  ci-dessous  (fig.  153)  : 
1°  Les  plans  P  et  Q  sout  définis  en  xy  et  x^y^  par  leurs 

lignes  de  plus  grande  pente. 
2°  Le  point  M  est  donné  par  sa  projection  horizontale 

m  et  par  sa  cote  de  hauteur,  ce  qui  permet  d'obtenir  ses 

deux  élévations  m'  et  m\. 
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Solution  dans  l'espace.  —  On  considérera  les  deux 
cônes  qui,  ayant  pour  sommet  commun  le  point  M,  ont 
leurs  axes  respectivement  perpendiculaires  aux  plans 
donnés,  et  ont  pour  demi-angles  au  sommet  90°  —  a  et 
90°  —  [3. 


Fig.  153 


y 

Dans  l'un  d'eux,  le  second  par  exemple,  on  inscrira  une 
sphère  et,  à  cette  sphère,  on  circonscrira  un  cône  auxi- 
liaire parallèle  au  premier.  Soit  T  le  sommet  de  ce  cône 
auxiliaire.  Le  plan  demandé  sera  le  plan  mené  par  le 
point  ï,  tangent  à  l'un  quelconque  des  deux  premiers 
cônes. 

Nota. —  Pour  trouver  le  sommet  T  de  ce  cône  auxiliaire, 
on  s'appuiera  sur  ce  fait  que  :  lorsqu'un  cône  est  circons- 
crit à  une  sphère,  ses  contours  apparents  sont  des  droites 
tangentes  aux  cercles,  qui  constituent  les  contours  appa- 
rents de  la  sphère. 


§  4.  —  RÉSOLUTION  DES  ANGLES  TRIEDRES 

112.  Généralités. —  (a)  Définitions.  —  Un  angle  trièdre  est 
la  figure  formée  par  trois  plans  qui  se  coupent. 
On  distingue  dans  un  trièdre  : 
1°  Les  trois  arêtes,  SA  —  SB  —  SG  (fig.  154)  ; 
2°  Les  trois  faces,  ASB  (ou  c)  — ASC  (ou  b)  et  BSG  (ou  a). 
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a,  b,  c,  sont  ce  que  l'on  nomme  les  angles-faces,  ou  sim- 
plement les  faces  ; 

3o  Les  angles  dièdres,  formés  par  les  trois  plans,  et 
dont  les  arêtes  sont  SA —  SB —  SG.  Ces  angles  dièdres 
sont  mesurés  par  leurs  rectilignes,  et  on  les  désigne  par 
la  lettre  qui  caractérise  leur  arête  :  ainsi  le  dièdre  A  est 
opposé  h  la  face  a  ;  le  dièdre  B,  à  la  face  b,  et  le  dièdre  G, 
à  la  face  c. 


(b)  Cas  de  résolution.  —  Trois  éléments  suffisent  pour 
déterminer  les  trois  autres,  ce  qui  donne  six  cas  de  réso- 
lution indiqués  dans  le  tableau  ci-dessous  : 


Fi  g. 154 


C 


B 


DONNÉES 

(ou  inconnues.) 


INCONNUES 

(ou  données.) 


1er  et  6c  cas. 


Les  3  faces 
a,  by  c. 


Les  3  dièdres 
ABC. 


2e  et  5e  cas. 


Une  face  a 
et  les  dièdres  adjacents 


B  et  C. 


2  faces  b,  c 
et  le  dièdre  compris 
A. 


3e  et  4e  cas. 


2  faces  a,  b 
et  le  dièdre  A  oppose 
à  l'une  d'elles. 


2  dièdres  'A,  B 
et  la  face  a  opposée 
à  l'un  d  eux. 


On  remarquera  que  les  trois  derniers  cas  peuvent  être 
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considérés  comme  les  réciproques  des  trois  premiers. 
On  pourrait  les  y  ramener  en  employant  les  trièdres  sup- 
plémentaires. Nous  donnerons  cependant,  pour  eux,  des 
méthodes  directes  de  résolution. 

113.  1er  Cas.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  les 
trois  faces  a,  b,  c.  —  Trouver  les  trois  dièdres  A,  B  et  G 

(fig.  155).  — 1°  La  face  ASB  (ou  c)  est  donnée  en  place 
sur  le  plan  horizontal  ;  elle  y  restera. 

2°  Les  faces  a  =  BSC2  et  b  =  ASCi  sont  données, 
rabattues  sur  le  plan  horizontal,  autour  de  SB  et  SA 
comme  charnières. 

Il  faut  les  relever  en  les  faisant  tourner  autour  des 
charnières  respectives  SB  et  SA. 

Trouver  la  position  de  la  troisième  arête,  Se,  revient  à 
résoudre  le  problème  suivant  déjà  traité  (no  100)  :  «  Cons- 
truire une  droite  Se,  qui  fasse  des  angles  donnés  avec  deux 
droites  données  »  (savoir  l'angle  a  avec  SB,  et  l'angle  b 
avec  SA). 

(a)  Recherche  de  la  3e  arête.  —  1»  On  prend  une  même 
longueur  X,  sur  les  droites  rabattues  X  —  SGi  =  SC2.  En 
se  relevant  la  droite  SCt  décrit  autour  de  SA,  comme 
axe,  un  cône  d'angle  au  sommet  b  ;  et  SG2  décrit  un  cône 
d'angle  a  autour  de  SB  comme  axe. 

Ci  et  G2  décrivent  des  cercles  dont  les  plans  sont  verti- 
caux (car  les  axes  sont  horizontaux)  dont  les  centres  sont 
i  etj,  et  dont  les  rayons  sontJCi  et  1C2.  Ces  cercles  étant 
sur  une  même  sphère,  de  rayon  X,  se  coupent  en  deux 
points  projetés,  tous  deux,  horizontalement  en  c. 

2°  Pour  avoir  la  hauteur  h  du  point  G  de  l'espace,  ce 
qui  le  déterminera  complètement,  on  rabat  l'un  quelcon- 
que des  cercles,  et  même  les  deux,  si  l'on  veut  une  vérifi- 
cation. On  a  ainsi  en  cC3  ou  cC4,  cette  hauteur  h. 

(b)  Recherche  des  dièdres  B  et  A.  —  Le  dièdre  B  a  son 
angle  rectiligne  en  ci'C4,  car  C4ï  est  le  rabattement  de  la 
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ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  de  l'espace  GSB.  De 
môme  le  dièdre  A  est  mesuré  en  cJC3. 

Fig.  155.  —  (Nota.  Lire  cette  figure  de  côté). 


(c)  Recherche  du  dièdre  G.  —  i>c  Méthode.  —  Elle 
revient  à  trouver  l'angle  des  deux  plans,  qui  ont  pour 
traces  SA  et  SB,  et  pour  intersection  Se  (no  105). 

SG  de  l'espace  est  rabattu  en  SGS  avec  son  plan  proje- 

MEM.  P.  B.  16 
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tant.  On  a  mené  le  plan  CSK,  perpendiculaire  sur  SC5.  On 
a  fait  la  rotation  de  C3  en  C6,  autour  du  point  K  comme 
centre,  et  le  rectiligne  du  dièdre  G  est  AG6B. 

2e  Méthode.  —  Dans  chacune  des  faces  a  et  b  rabattues, 
par  le  point  G2  et  par  le  point  Ci  élevons  la  perpendicu- 
laire C2B,  à  SG2  et  la  perpendiculaire  CiA,  à  SGi.  Ces 
droites  sont  les  rabattements,  en  vraie  grandeur,  des  côtés 
du  rectiligne  cherché  ;  par  suite  on  connaît  les  trois  côtés 
AB,  AC6  =  Ad  et  BC6  =  BG2  du  triangle  qui  a  ce  rec- 
tiligne pour  angle  au  sommet  ;  on  peut  donc  le  construire 
par  recoupement,  en  C6,  d'arcs  de  cercle  décrits  de  AetB 
comme  centres  avec  ACi  et  AC2  pour  rayons. 

(d)  Remarques.  —  1°  AB  obtenu  de  cette  deuxième 
manière  doit  être  perpendiculaire  sur  SK,  car  c'est  la  trace 
d'un  plan  perpendiculaire  sur  une  droite. 

2°  C6  doit  tomber  sur  SK.  Ces  remarques  permettront 
de  simplifier  les  constructions. 

114.  Résumé.  —  Trièdre  déterminé  projectivement.  — 

En  résumé,  un  trièdre  est  parfaitement  déterminé  quand 
nous  avons  (fig.  155)  : 

1°  Les  deux  arêtes  SA  et  SB  données  sur  le  sol,  ou  plan 
de  projection  ; 

2°  La  troisième  arête  SG  déterminée  par  sa  projection 
horizontale  Se  ; 

3°  La  cote  de  hauteur  cG3  d'un  de  ses  points. 

Nous  pouvons,  comme  ci-dessus,  trouver  tous  les  élé- 
ments du  trièdre. 

Pour  les  cinq  autres  cas,  nous  arrêterons  donc  l'épure 
lorsque  le  trièdre  sera  déterminé  comme  il  vient  d'être 
indiqué,  et  nous  dirons  alors  qu'il  est  déterminé  projecti- 
vement. 

115.  2e  Cas.  —  On  donne  une  face  (a)  et  les  deux  dièdres 
adjacents  B  et  G.  —  C'est  le  problème  connu  (n°  69)  : 
«  Trouver  l'intersection  (SA)  de  deux  plans  SB  et  SG,  déter- 
minés chacun  par  leur  ligne  de  plus  grande  pente.  »  (En 
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revoir  la  solution  au  n°  69  ;  on  sait  que  Ton  coupe  par  un 
plan  horizontal  auxiliaire.) 

On  a  (fig.  156)  en  Sa  l'intersection.  La  cote  du  point  (a) 
est  la  hauteur  h  à  laquelle  a  été  mené  le  plan  auxiliaire 
horizontal. 


Fig.  156 
S 


Donc  le  trièdre  est  déterminé  projectiv  entent.  (Chercher 
ses  autres  éléments,  comme  fig.  155.) 

116.  3°  Cas.  —  On  donne  deux  faces  a  et  b  et  le 
dièdre  A  opposé  à  Tune  d'elles  (fig.  157). 

(a)  Solution.  —  1°  On  place  la  face  b  sur  le  sol  en  ASC, 
pour  n'en  plus  bouger. 

Fi*.  157 


2°  Le  plan  BSA  de  l'espace  ayant  pour  trace  AS  et  faisant 
l'angle  donné  A  avec  le  sol,  sera  défini  par  sa  ligne  de 


124 


PROBLÈMES  SUR  LES  ANGLES 


plus  grande  pente  AP  sur  un  mur  xy,  perpendiculaire  à 
SA. 

A  cet  instant  nous  sommes  ramenés  au  problème  déjà 
résolu:  Dans  un  plan  (SAP)  mener  une  droite  (S&)  qui  fasse 
un  angle  donné  (a)  avec  une  droite  (SG)  située  hors  du  plan. 
Ici  SG  est  horizontal,  ce  qui  simplifiera.  (Revoir  ce  pro- 
blème. 

(b)  Légende  de  V épure.  —  SG,  axe  d'un  cône  d'angle  au 
sommet  a  —  SBi,  génératrice  de  ce  cône.  BiO,  rabattu  en 
Bi&',  est  le  cercle  décrit  par  le  point  Bi  de  la  génératrice. 
Il  faut  trouver  le  point  bb'  où  il  perce  le  plan  P. 

L'intersection  du  plan  P  et  du  plan  Q  du  cercle  est 
toute  obtenue  en  1  2  —  l'2'  (no  70).  lb'  est  son  rabattement. 
b'  est  l'intersection  rabattue  ;  b  est  son  relèvement.  Sb 
est  la  troisième  arête  du  trièdre,  en  plan.  Dès  lors  le 
trièdre  est  déterminé  projectivement,  car  la  hauteur  de 
b  est  bb'. 

Il  y  a  une  deuxième  solution  à  chercher  et  a  discuter. 

117.  4e  Cas.  On  donne  BG  et  c,  c'est-à-dire  deux  dièdres 
et  la  face  opposée  à  l'un  d'eux  (fi g.  158). 

Fig.  158 


S 


1°  On  prend  l'arête  SB  dans  le  plan  horizontal,  et  comme 
la  face  ASB  (ou  c)  de  l'espace  fait  l'angle  B  avec  le  sol,  il 
en  résulte  que  le  plan  SBP  de  cette  face  est  déterminé  par 
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sa  ligne  de  plus  grande  pente  BP  sur  le  mur  œy,  lequel  a 
été  pris  perpendiculaire  a  SB. 

2°  La  face  BSMi  =  c,  rabattue  sur  le  sol  a  été  relevée 
et  mise  en  place  dans  le  plan  P  qui  vient  d'être  défini.  A 
cet  effet  le  point  Mi  a  décrit  dans  le  mur  œy  le  cercle 
Mira'  et  l'arête  SA,  est  mise  en  place  en  sm  —  s'm.  A  ce 
moment  la  question  est  ramenée  au  problème  connu 
(n°  108)  :  Par  une  droite  donnée  (sm  —  s'm')  mener  un  plan 
faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné  G. 

3°  Solution.  —  m'y  est  la  génératrice  d'un  cône  d'angle 
à  la  base  C  ;  SG  est  la  tangente  à  la  base  de  ce  cône  menée 
par  S.  Les  trois  arêtes  du  trièdre  sont:  SB,  et  SG,  sur  le 
sol  ;  et  Sa  —  S'a'  en  projections.  Donc  le  trièdre  est  déter- 
miné projectivement. 

IIS.  5l  Cas.  —  On  donne  A,  b,  c,  c'est-à-dire  un  dièdre 
et  les  deux  faces  adjacentes  (fi g.  159). 

Fig.  ir>9 


On  est  conduit  au  problème  inverse  du  rabattement. 

Solution.  —  Le  dièdre  connu  A,  permet  de  déterminer 
le  plan  P  de  la  face  b,  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente 
AP. 

On  relève,  de  Ci  en  c',  la  face  6,  dans  le  plan  P. 
L'arête  SC  est  projetée  suivant  Se,  et  la  hauteur  du  point  c 
est  connue  en  ce'.  Enfin  l'arête  SB  sera  tracée  sur  le  sol, 
faisant  l'angle  c  avec  SA.  Le  trièdre  est  déterminé  projec- 
tivement. 
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119.  6e  Cas.  —  On  donne  les  trois  dièdres,  A,  B,  C 

(fig.  160). 

Le  dièdre  A  aura  son  arête  SA  prise  perpendiculaire  au 
mur  xy  ;  par  conséquent  le  plan  SAP,  sera  le  plan  d'une 
des  faces  (de  la  face  BSA  par  exemple),  tandis  que  la  face 
CSA  sera  sur  le  plan  horizontal. 

Fig. 160 


Cela  posé,  le  problème  revient  à  trouver  le  plan  de  la 
troisième  face,  c'est-à-dire  (problème  connu,  n°  111)  :  à 
construire  un  plan  qui  fasse  un  angle  B,  avec  le  plan  debout 
P,  et  un  angle  C,  avec  le  plan  horizontal. 

Solution.  —  1°  TO'  est  l'axe  d'un  cône,  perpendiculaire 
au  plan  P  ;  T  est  le  sommet  de  ce  cône  ;  B,  son  angle  h 
la  base  sur  le  plan  P. 

Nota.  —  1°  Le  point  T,  sommet  du  cône,  est  pris,  pour 
simplifier,  sur  la  ligne  de  terre. 

2°  J,  est  le  centre  d'une  sphère  inscrite  dans  ce  cône  ; 
V'J  est  l'axe  vertical  d'un  deuxième  cône,  faisant  un  angle 
à  la  base  C,  avec  le  sol  et  circonscrit  à  cette  sphère. 
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3°  On  mène  un  plan  tangent  commun  aux  deux  cônes; 
sa  trace  horizontale  TS  est  tangente  au  cercle  de  base  de 
ce  deuxième  cône  ;  sa  trace  verticale  est  la  ligne  des  som- 
mets TV,  qui  perce  le  plan  P,  en  bb'\  letrièdreest  SA&C  ; 
bien  déterminé  projectivement,  car  la  hauteur  de  B  est 
connue  en  bV. 


CHAPITRE  X 
PROBLÈMES  SUR  LES  DISTANCES 

§  i.  —  Recherche  des  distances 

Nota,  —  Quoique  les  problèmes  relatifs  aux  distances 
aient  été,  en  grande  partie,  résolus  dans  les  chapitres  qui 
précèdent,  nous  les  reprendrons  tous  ici,  afin  d'en  donner 
une  idée  d'ensemble. 

120.  —  Distance  de  deux  points  (fig.  161). 

Fig  .161 


On  peut  obtenir  en  vraie  grandeur  la  droite  ab  —  a'b9 
de  quatre  manières  différentes,  savoir  : 
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1°  En  AiBi,  en  rabattant  sur  le  sol,  son  plan  projetant 
horizontalement  ; 

2°  En  a'b'i,  en  amenant  par  rotation  le  plan  précédent  à 
être  de  front  ; 

3°  A2B2,  en  rabattant  sur  le  mur  son  plan  projetant  ver- 
ticalement ; 

4*  En  a&i,  en  amenant  le  plan  précédent  à  être  de 
niveau. 

J21.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite. 

Il  faut  abaisser  du  point  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  et  mesurer  sa  longueur.  Nous  donnerons  deux 
méthodes. 

Pig.  1G2 


(a)  Par  changement  de  mur  (fi g.  162).  —  1°  On  prend 

MEM.  r-  B.  17 
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en  xiy[  un  nouveau  mur  parallèle  h  ab —  a'b' .  (Ici  on  a 
pris  pour  nouveau  mur  le  plan  projetant  horizontalement 
la  droite.) 

2o  On  reporte  les  hauteurs,  en  m'i  et  a\b\  et,  sur  ce 
mur  a?iî/i,  l'angle  droit,  à  obtenir,  se  projette  en  vraie 
grandeur,  car  un  de  ses  côtés,  ab,  est  de  front.  Donc  la 
perpendiculaire  demandée  est  m\n\. 

3°  Par  lignes  de  rappel,  on  retrouve  n  et  ri.  La  perpen- 
diculaire est  projetée  en  mn,  m'ri. 

4°  Sa  vraie  grandeur  (8  =  n;iM2),  s'obtient  par  rabatte- 
ment en  n'M2,  comme  au  n°  120. 

(b)  Par  rabbattement  direct  (fïg.  163).  —  On  considère 
Fig,  163 


le  plan  qui  contient  la  droite  ab —  a'b'  et  le  point  mm'  ; 
on  l'amène  à  être  de  niveau  par  un  rabattement  autour 
d'une  charnière  horizontale   ma  —  m'a' . 
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A  cet  effet,  la  droite  ab  —  a'b'  est  rabattue  en  qB,. 
Le  point  m  n'a  pas  bougé  si  Ton  a  le  soin  d'y  faire  passer 
la  charnière.  On  abaisse  alors  mNi  perpendiculaire  sur 
aBi  et  Ton  a  en    8  =  mNi  la  distance  demandée. 

Nota.  —  On  relèvera  Nt  en  n  et  ri  si  cela  est  demandé. 

122.  Distance  de  deux  droites  parallèles.  —  On  prend 
un  point  mm  sur  l'une  d'elles  et  on  abaisse  de  ce  point 
une  perpendiculaire  sur  l'autre,  comme  au  n°  121 . 

Ou  bien  on  rabat  directement  le  plan  des  deux  droites 
et,  sur  le  rabattement,  la  distance  des  deux  droites  se 
trouve  immédiatement  en  leur  menant  une  perpendicu- 
laire commune. 

123.  Distance  d'un  point  à  un  plan.  —  Nous  commen- 
cerons par  rappeler  que,  lorsqu'une  droite  est  perpendi- 
culaire sur  un  plan,  ses  projections  sont  perpendiculaires 
sur  les  traces  de  môme  nom  du  plan,  c'est  à-dire  que  la 
projection  horizontale  de  la  droite  est  perpendiculaire  sur 
les  lignes  de  niveau  du  plan  et  la  projection  verticale  sur 
ses  lignes  de  front. 

Fig.  164 


(a)  /er  Cas.  —  Le  plan  est  debout.  La  solution  est  immé- 
diate (fig.  164). 
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En  effet,  de  mm',  on  abaisse  les  perpendiculaires 
mn,  —  m' ri  sur  les  traces  du  plan.  Cette  droite 
mn  —  m'n'  est  de  front,  car,  en  plan,  elle  est  parallèle  à 
xy .  On  a,  de  suite,  en  ri  sur  la  trace  verticale  du  plan 
son  intersection  avec  ce  plan.  On  rappelle  ri  en  n  sur  la 
projection  horizontale.  Enfin,  la  perpendiculaire  est  en 
vraie  grandeur  sur  l'élévation  en  m'n',  puisque  c'est  une 
droite  de  front. 

On  ramènera  tous  les  autres  cas  à  celui-là  par  un  chan- 
gement de  mur,  ainsi  que  nous  allons  le  montrer. 

2e  Cas.  —  Le  plan  quelconque  (fig.  165).  Il  est  défini  par 
ses  traces.  On  prend  un  nouveau  mur  cm  perpendicu- 
laire au  plan  donné,  et  l'on  est  ramené  au  cas  précédent. 

Vérification.  —  m' ri  doit  être  perpendiculaire  sur  la 
trace  verticale  ac'. 


Fig. 165 


m1 


N 


Je  Cas.  —  Le  plan  est  dé  fini  par  trois  points  (fig.  166).  On 
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en  cherche  une  horizontale  (IV  — 1  c).  On  prend  un 
nouveau  mur  x,y{  perpendiculaire  à  cette  horizontale,  et 
Ton  est  ramené  au  premier  cas. 


Fig. 166 


Sur  le  nouveau  mur,  la  perpendiculaire  est  m',ni',  vraie 
grandeur.  On  rappelle  m\n'ly  en  m  et  n  et  ensuite  en  n' 
sur  l'ancien  mur,  par  report  de  hauteur. 

124.  Distance  de  deux  droites  quelconques.  —  (a)  Mé- 
thode générale.  (Voir  la  solution  déjà  donnée  plus  haut, 
à  «  droites  et  plans  perpendiculaires  »,  n°  52.) 

(b)  Une  des  droites  (AA')  est  perpendiculaire  à  Vun  des 
plans  de  projection,  par  exemple  au  plan  norizontal  (fig. 
167  et  168). 
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La  solution  est  immédiate. 

En  effet  (fîg.  167  en  perspective),  soit  MN  la  perpendi- 
culaire commune;  la  droite  A  de  l'espace  étant  verticale, 


la  droite  MN  qui  lui  est  perpendiculaire  est  une  horizon- 
tale. Dès  lors,  l'angle  BMN,  qui  est  aussi  un  angle  droit, 
doit  se  projeter  horizontalement  en  vraie  grandeur  suivant 
un  angle  droit  nmb.  Mais,  comme  la  droite  A  se  projette 
horizontalement  tout  entière  suivant  un  point  a,  il  en 
résulte  que,  en  projection  horizontale  (voir  fïg.  168),  la 
perpendiculaire  commune  s'obtient  immédiatement  en 
abaissant  am,  perpendiculaire  sur  B. 

Il  ne  reste  qu'à  rappeler  m  en  m'  sur  B'  et  à  mener 
m'n'  parallèle  à  xy.  La  distance  est  donnée,  vraie  gran- 
deur, en  am, 

(c)  Une  des  droites  AA'  est  de  niveau  (fig.  169).  —  Par 
un  changement  de  mur,  on  ramène  au  cas  précédent. 

On  prend  un  mur  x{yi  perpendiculaire  sur  A.  On  re- 
porte les  hauteurs. 

Sur  l'épure,  nous  avons  supposé  que  le  plan  horizontal 
avait  d'abord  été  relevé,  en  œy,  au  niveau  de  la  droite  A'. 
Il  faut  donc  reporter  des  hauteurs  relatives. 

La  perpendiculaire  demandée  est  a\n\  =  o.  Elle  est 
perpendiculaire  sur  d\f\.  Son  pied  est  n\  rappelé  en  n, 


Fig.  167 

A 


Fig.  168 
A' 


H 
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puis  ensuite  en  n'.  En  plan  elle  est  mn,  parallèle  à  xxyx 
m  est  ensuite  rappelé  en  m'  sur  le  mur  xy,  sur  la 
droite  A'. 

Fie.  169 


je  u 

nj/ 
d'/Km> 

L — x 

w/\       !  j 

A  \J     i  ; 

Remarque.  —  Si  on  avait  employé  la  méthode  générale 
(indiquée  no  52),  on  aurait  été  conduit  exactement  aux 
mêmes  constructions. 


£  2.  —  Problèmes  de  mise  ex  plage 


125.  Problème  1.  —  Trouver  un  point  situé  à  des  dis- 
tances données  de  deux  points  et  d'un  plan  donné.  — 

(a)  Solution  dans  l'espace.  —  1°  On  considère  deux  sphè- 
res décrites  des  points  donnés  A  et  B  comme  centres  avec 
les  distances  a  et  (3  données  comme  rayons. 

2o  On  les  coupe  toutes  deux  par  un  même  plan  Q, 
parallèle  au  plan  P  et  distant  de  celui-ci  de  la  distance 
donnée  p.  (Deux  plans  Q  et  Q'  répondent  à  la  question.) 

3o  Le  plan  Q  coupe  les  sphères  suivant  des  cercles, 
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dont  les  points  d'intersection  M  et  N  sont  les  points  de 
mandés. 


Fig.  170 


\  donné) 


(b)  Epure  (fig.  170).  —  Le  mur  xy  est  pris  perpendi 
culaire  au  plan  donné  P. 
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On  mène,  de  suite,  le  plan  Q  parallèle  à  P  et  à  la  dis- 
tance p. 

De  a'  et  V  avec  a  et  f  pour  rayons,  on  décrit  des 
sphères.  Les  cercles  d'intersection  de  ces  sphères  avec  le 
plan  Q,  mené  parallèlement  au  plan  P  et  à  une  distance  p 
de  ce  plan,  ont  pour  centres  ï  et  /,  rabattus  sur  le  mur 
en  Ii  et  Ji,  et  pour  rayons  les  distances  i't'  et  fv'. 

On  décrit  les  cercles  It  et  J,.  Ils  se  recoupent  en  Mi  et 
Ni  relevés  en  m'm  et  n'n. 

Les  points  mm'  et  nn'  sont  les  points  cherchés. 

126.  Problème  2.  —  Trouver  une  droite  passant  par  un 
point  donné  (S)  et  situé  à  des  distances  données  a  et  (3  de 
deux  points  donnés  A  et  B.  —  (a)  Solution  dans  l'espace. 
—  1°  On  considère  deux  sphères  décrites  de  A  et  B 
comme  centres  avec  a  et  p  pour  rayons. 

2°  On  circonscrit  à  ces  sphères  des  cônes  ayant  le 
point  S  pour  sommet. 

3°  On  cherche  les  génératrices  SM  et  SN  suivant  les- 
quelles se  coupent  ces  cônes. 

(b)  Epure.  —  Elle  est  identique  à  celle  qui  répondait  au 
problème  traité  au  n°  100  :  «  Par  un  point  mener  une 
droite  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  droites  don- 
nées. »  Se  reporter  à  celte  épure. 

127.  Problème  3.  —  Trouver  une  droite  parallèle  à  une 
direction  donnée  A  et  passant  à  des  distances  données 
a  et  £  de  deux  points  donnés  A  et  B.  —  (a)  Solution  dans 
l'espace.  —  1°  Construire  deux  sphères  ayant  A  et  B  pour 
centres  et  a  et  $  pour  rayons. 

2o  Leur  circonscrire  deux  cylindres  de  direction  A. 
3°  Chercher  les  génératrices,  intersections  de  ces  cy- 
lindres. 

(b)  Epure.  —  Le  mur  xy  est  pris  parallèle  à  la  direc- 
tion AA'  ;  et  même  il  passe  par  un  des  points,  ad  par 
exemple  (fig.  171). 

HEM.  P.  B.  18 
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Les  bases  des  cylindres  seront  prises  dans  un  plan  de 
bout,  perpendiculaire  sur  A.  Sa  trace  verticale  est  la 
droite  Q  perpendiculaire  sur  A'.  Il  est  inutile  d'indiquer  sa 
trace  horizontale. 

Les  centres  de  ces  bases  seront  a'a  et  ïi. 


Le  plan  de  base  Q  est  rabattu  de  front  sur  le  plan  ver- 
tical, autour  de  la  droite  Q,  comme  charnière  ;  le  premier 
centre  aa'  ne  bouge  pas  et  le  second  centre  i'i  est  rabattu 
en  h,  obtenu  en  reportant  en  i\  la  profondeur  fi  =  s. 
Les  cercles  de  base  rabattus  ont  pour  rayons  a  et  (3.  Ils 
se  coupent  en  Mi  et  Ni  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  relever 
en  m'  et  ri  et  à  rappeler  ensuite  en  m  et  n  par  reports 
de  profondeurs.  On  prendra  nri'  =  riNl  et  mm"=m'M1, 
Les  solutions  sont  les  droites  mp  et  nK  menées,  en  plan, 
parallèles  à  la  direction  A.  (On  ne  les  a  pas  tracées  en 
élévation.) 

128.  Problèmes  4  et  5.  —  Trouver  une  droite  passant 
par  un  point  donné  S  (problême  4)  ou  parallèle  à  une  di- 
rection Adonnée  (problème  5)  et  située  à  distances  don- 
nées, a,  d'un  point  A  et  p  d'une  droite  donnée  M. 


Fig.  171 
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(a)  Solution  dans  l'espace  pour  le  problème  4.  —  1°  Du 
point  A  comme  centre,  avec  a  pour  rayon,  décrire  une 
sphère  et  lui  circonscrire  un  cône  de  sommet  S; 

2o  Prendre  un  cylindre  ayant  pour  axe  la  droite  M  et 
pour  rayon  \l  ;  lui  mener  un  plan  tangent  P  par  le 
point  S  ;  la  droite  demandée  sera  dans  ce  plan  ;  (v.  n°88.) 

3«  Le  plan  P,  passant  par  le  sommet  S  du  cône,  recou- 
pera ce  cône  suivant  deux  génératrices  qui  seront  les 
droites  demandées. 

(b)  Solution  du  problème  5.  —  Au  cône  de  sommet  S  et 
circonscrit  à  la  sphère  A,  de  rayon  a,  substituer  un 
cylindre  circonscrit,  de  direction  A. 

129.  Problèmes  6  et  7.  —  Trouver  une  droite  passant 
par  un  point  donné  S  (problème  6)  ou  parallèle  à  une  di- 
rection A  donnée  (problème  7),  et  passant  à  des  distances 
données  a  et  p  de  deux  droites  données  A  et  B.  —  (a)  So- 
lution. —  1°  Prendre  A  et  B  pour  axes  de  cylindres,  ayant 
a  et  (B  pour  rayons  ; 

2°  Mener  à  ces  cylindres  des  plans  tangents  P  et  Q 
passant  par  le  point  S  (problème  6)  ou  parallèles  à  la 
direction  A  donnée  (problème  7)  ; 

3°  Chercher  les  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  les 
plans  tangents  précédents.  (Plusieurs  solutions.) 

(b)  Nota.  —  On  devra  traiter  toutes  ces  questions  en 
épures.  On  ne  saurait  trouver  de  meilleurs  exercices  que 
ces  problèmes  de  mise  en  place  par  des  considérations 
d'angles  ou  de  distances.  M.  Ossian-Bonnet,  qui  les  avait 
introduits  dans  son  cours  à  FÉcole  des  Beaux-Arts,  y 
attachait,  à  juste  titre,  une  grande  importance,  pour  se 
familiariser  avec  les  méthodes  de  la  géométrie  descriptive. 
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LES  POLYÈDRES  RÉGULIERS 

§  i  .  —  GÉNÉRALITÉS 

130.  Définitions.  —  Un  polyèdre  est  un  corps  terminé 
en  tous  sens  par  des  plans.  Les  polygones  formés  par  les 
intersections  de  ces  plans  sont  les  faces  du  polyèdre.  Leur 
ensemble  constitue  la  surface. 

On  appelle  angles  solides,  ou  simplement  angles,  les 
angles  polyèdres  formés  par  les  faces.  Si  trois  faces  se  ren- 
contrent, on  a  un  angle  trièdre  ;  s'il  y  en  a  quatre,  c'est 
un  angle  tétraèdre,  etc. 

On  distingue  aussi  les  sommets,  les  arêtes,  les  diago- 
nales, du  polyèdre. 

Un  polyèdre  formé  de  4  faces  se  nomme  un  tétraèdre  ; 

—  5   —  —     un  pentaèdre  > 

—  6   —  se  nommeun  hexaèdre,  etc. 

Fig. 172 


d 


Un  polyèdre  est  dit  convexe,  lorsqu'il  est  tout  entier 
d'un  même  côté  d'une  quelconque  de  ses  faces  prolongée. 

Dans  le  cas  contraire,  il  est  dit  :  concave. 

Un  plan  coupe  toujours  un  polyèdre  convexe  suivant 
un  polygone  convexe  et,  par  suite,  une  droite  D  ne  peut 


GÉNÉRALITÉS 


141 


rencontrer  un  polyèdre  convexe  qu'en  deux  points, 
m  et  n. 

Nota.  —  Nous  ne  nous  occuperons  que  des  polyèdres 
convexes. 

131.  Classification  des  polyèdres  réguliers  convexes.  — 

(a)  Définition.  —  Un  polyèdre  régulier  est  celui  dont  toutes 
les  faces  sont  des  polygones  réguliers,  égaux  entre  eux, 
et  dont  tous  les  angles  solides  sont  aussi  égaux  entre  eux. 

(b)  Théorème.  —  11  ne  peut  exister  que  cinq  polyèdres 
réguliers  convexes. 

En  effet,  on  sait  que  pour  qu'un  angle  solide  puisse  être 
construit,  il  faut  que  la  somme  de  ses  faces  soit  plus 
petite  que  quatre  angles  droits.  Essayons  de  combiner  les 
polygones  réguliers  de  manière  à  former  des  angles 
solides. 

Les  résultats  de  ces  combinaisons  sont  consignés  dans 
le  tableau  suivant,  lequel  suffit  à  démontrer  le  théorème. 

1.  —  Triangles  équilatéraux 
2 

Valeur  de  l'angle  au  sommet  (a  =  y  droit). 

Groupés  3  par  3  (3a  =  2  droits).  On  obtient  : 

(a)  Tétraèdre  régulier  (4  faces). 

g 

Groupés  4  par  4  (4a  =  —  droit).  On  obtient  : 

(b)  Octaèdre  régulier  (8  faces). 

10 

Groupés  5  par  5  (5a  =  —  droit).  On  obtient  : 

o 

(c)  Icosaèdre  régulier  (20  faces). 
Groupés  6  par  6  (6a  =  4  droits). 
(Impossible.) 

IL  —  Cabrés 
Valeur  de  l'angle  au  sommet  (a  =  1  droit). 
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Groupés  3  par  3  (3a  —  3  droits).  On  obtient  : 

(d)  Hexaèdre  régulier  ou  cube  (6  faces). 
Groupés  4  par  4  (4a  =  4  droits).  Impossible. 

III.  —  PENTAGOiNES  réguliers 

Valeur  de  l'angle  au  sommet  (a  =  —  droit). 

o 

1 8 

Groupés  3  par  3  (3a  ==  —  droit).  On  obtient  : 

o 

(e)  Dodécaèdre  régulier  (12  faces). 
24 

Groupés  4  par  4  (4a  ==  —  droit).  Impossible. 

IV.  —  Hexagones  réguliers 

4 

Valeur  de  l'angle  au  sommet  (a  =  —  droit). 
Groupés  3  par  3  (3a  =  4  droits). 

(Impossible,  et  à  plus  forte  raison  avec  les  autres  poly- 
gones réguliers.) 

(c)  Sphère  inscrite  ou  circonscrite.  —  Nous  admettrons 
comme  évident  :  1°  que  Ton  peut  inscrire  dans  un  polyè- 
dre régulier  une  sphère  tangente  à  toutes  les  faces  et  que 
le  point  de  contact  de  cette  sphère  est  le  centre  de  la  face; 

2°  Que  l'on  peut  circonscrire  une  sphère,  passant  par 
tous  les  sommets  ; 

3°  Que  cette  sphère  inscrite  et  que  cette  sphère  circons- 
crite ont  le  même  centre  qui  est  le  centre  de  symétrie 
du  polyèdre  régulier. 

§  2.  —  GONTRUCTION  DES  POLYEDRES  RÉGULIERS 

132.  Tétraèdre  régulier.  —  (a)  Constitution.  — Triangles 
équilatéraux  combinés  trois  par  trois  sur  chaque  sommet 
(fig.  173). 

(a)  Construction.  —  1°  On  construit,  en  abc,  le  triangle 
équilatéral  sur  le  plan  horizontal.  On  s'est  donnéle  côté  (a). 

2<>  On  remarque,  ce  qui  est  vrai  pour  tous  les  polyèdres 
réguliers,  que  le  centre  du  polyèdre  étant  équidistant  de 
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tous  les  sommets,  se  projette,  sur  une  face  quelconque 
au  centre  de  cette  face.  (Résulte  du  théorème  sur  les 
obliques  égales  s'écartant  également  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire.) Ici,  le  quatrième  sommet  ss'  sera  projeté, 
en  plan,  en  s,  centre  du  triangle  abc,  et  en  élévation  sur 
la  verticale  s" s. 

Fig. 173 


3°  es  ayant  été  pris  de  front,  sera  projetée  verticale- 
ment en  vraie  grandeur  :  On  aura  donc  le  point  s'  en 
décrivant,  de  c'  comme  centre,  avec  la  longueur  a  du  côté, 
pour  rayon,  un  arc  de  cercle. 

(b)  Vérification.  —  On  doit  avoir  : 

s'a  —  ck  —  c'a'  —  — - — 
(hauteur  du  triangle  équilatéral). 
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De  cette  projection  simple,  on  peut  passer  à  une  autre 
projection  quelconque  par  trois  déplacements.  On  voit, 
par  exemple,  en  xy^  une  projection  sur  un  autre  mur. 

(c)  Développement.  —  La  figure  174  donne  le  développe- 
ment du  tétraèdre  régulier.  On  fera  bien,  ainsi  que  pour 


Fig.  174 


(A  oc 


tous  les  autres  polyèdres  réguliers,  de  le  découper  dans 
une  feuille  de  carton  et  de  construire  ainsi  le  polyèdre 
solide. 

133.  Octaèdre  régulier.  —  (a)  Constitution.  —  Triangles 
équilatéraux  combinés  quatre  par  quatre  sur  chaque 
sommet. 

Fig.  175 
r»  S 


(b)  Figure  dans  l'espace  (fig.  175). 
1°  On  construit  d'abord  un  carré  ABGD,  ayant  a  pour 
côté. 
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2°  Sur  ce  carré,  comme  base,  on  forme  une  pyramide 
régulière  S,ABCD,  ayant  aussi  a  pour  arête;  on  prend 
aussi  la  symétrique  T,  ABGD. 

On  remarquera  que  tout  plan  diagonal,  ASGT,  ou  DSBÏ, 
reproduit  ce  môme  carré.  Une  diagonale  quelconque  ST, 
ou  AC,  ou  DB,  est  égale  à  a^2. 

(c)  Epure  (fig.  176).  —  1°  On  prendra  le  carré  ABCD, 
dans  une  position  horizontale,  abcd  —  ab'c'd' . 


Fig.  i76 

S" 


2°  Par  le  centre  oo'  on  mènera  une  verticale  et  on  por- 
tera, de  part  et  d'autre  du  plan  du  carré,  deux  longueurs 
ô7?  et  Vt'  égales  à  la  moitié  de  la  diagonale  du  carré, 
c'est-à-dire  à  4/2  de  ay/2. 

Le  plan  et  l'élévation  de  l'octaèdre  se  déterminent 
ensuite  facilement. 

MEM.  P.  B.  19 
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(d)  Développement.  —  La  figure  177  donne  le  développe- 
ment d'un  octaèdre  régulier. 

Fie.  177 


134.  Octaèdre  projeté  sur  le  plan  d'une  de  ses  faces 

(fig.  178).  —  On  commence  par  construire  en  abc  la  face 
équilatérale  reposant  sur  le  sol  ;  cela  fait  : 

Fig  178. 
Tl'  ^  HT  /  m'-n* 


1°  Le  centre  du  solide  se  projettera  en  o,  au  centre  du 
triangle équilatéral  abc  (caché).  (Voir  remarque  dune  132)- 
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2°  (Plan).  Joignant  oa  —  ob  —  oc  et  prenant  en 
m,  n,  p,  les  points  symétriques,  par  rapport  an  point  o, 
nous  aurons  les  trois  autres  sommets,  puisque  o  est  un 
centre  de  symétrie. 

3°  (Elévation).  Pour  avoir  p',  m'  et  n\  nous  remarque- 
rons que  m'c'  est,  en  vraie  grandeur,  la  projection  de 


l'apothème    (  a  ¥—  \    ce  qui  explique  Parc  de  cercle  a' m'. 


4°  Vérifications,  —  On  doit  avoir  :  a' m'  —  a  et  c'p'  =  a/2  , 
car  c'est,  en  vraie  grandeur,  la  projection  verticale  de  la 
diagonale  de  l'octaèdre. 

Remarque.  —  Le  contour  apparent  ancmbp  de  l'octaèdre, 
en  projection  horizontale,  est  un  hexagone  régulier. 

135.  Icosaèdre  régulier.  —  (a)  Constitution.  —  Triangles 
équilatéraux  combinés  cinq  par  cinq  sur  chaque  sommet. 

(b)  Construction  du  solide.  —  1°  Dans  un  plan  de  niveau 
quelconque  H,,  construire  un  pentagone  régulier 
abcdf  —  a'b'c'd'f  ayant  le  côté  a  donné. 

2°  Construire  une  pyramide  régulière  de  sommet  S', 
avant  ce  pentagone  pour  base  et  ses  arêtes  égales  aussi  au 
côté  donné,  a.  L'arc  de  cercle  ayant  a  pour  rayon  et  le 
point  a!  pour  centre  donne  s'  sur  la  ligne  de  rappel  du 
point  S.  Soit  X,  la  hauteur  de  cette  pyramide.  Nous 
apprendrons  plus  loin  (f)  k  la  calculer. 

3°  En  plan,  par  raison  de  symétrie  autour  du  centre 
projeté  en  O,  en  prenant  en  m,  w,  p,  q,  r,  les  symétri- 
ques des  points  a,  b,  c,  d,  f,  nous  aurons  les  sommets 
d'une  autre  pyramide  de  sommet  iï,  qui  formera  une 
autre  pointe  de  Yicosaèdre. 

En  plan,  ces  sommets  mnpqr,  forment  avec  les  pre- 
miers les  sommets  d'un  môme  décagone  régulier. 

En  élévation,  il  faut  obtenir  m'n'p'q'r',  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  construire  la  distance  y.  qui  sépare  le  plan  des 
points  a'b'c'd'f  de  celui  des  points  m'n'p'.  Nous  donne- 
rons deux  méthodes  : 
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(c)  ier  Tracé  :  cW  est  aussi  l'apothème  du 
triangle  équilatéral  de  côté       donc  :  c'm'  =  c'a',   et  un 

Fig.  179 


Rayonrfu  cercle 
circonscrit  a  a 
cione  d- 
côté  c( 


u  ( Coté du. décagone 
A.  I  inscrit  deins  le 
I  même  cercle 


arc  de  cercle  dont  le  centre  est  c'  et  le  rayon  cs[  donne 
m'  par  recoupement  avec  la  ligne  de  rappel  du  point  m. 
(ci)  2e  Trace:  On  remarque  que  a'nï  est  aussi,  en  vraie 
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grandeur,  une  diagonale  du  solide  :  donc,  a'm'  =  srt\ 
ce  qui  servira  pour  construire  un  icosaèdre,  connaissant 
sa  diagonale. 

(f)  Calcul  des  hauteurs  X  et  (jl  :  Commençons  par  rappeler 
le  théorème  suivant  de  géométrie  plane  :  Théorème  :  Dans 
un  cercle  le  carré  du  rayon  est  égal  à  la  différence  des  carrés 
du  côté  du  pentagone  et  du  côté  du  décagone  inscrits  dansce 
cercle.  Cela  posé  :  1°  On  a  en  élévation  a'ï  —  R,  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  pentagone  de  côté  a,  et  a's'  =  a, 
côté  de  ce  pentagone.  Donc,  ïs'  ou  X  =  côté  du  décagone 
régulier  =  cm,  du  plan. 

2°  Dans  l'espace,  le  triangle  rectangle  McC,  a  pour  base, 
sur  le  plan,  me,  côté  du  décagone.  Son  hypoténuse 
mC  =  a,  côté  de  l'icosaèdre,  et,  par  conséquent,  du  pen- 
tagone. Donc:  la  hauteur  \j.  =  R,  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  pentagone  de  côté  a. 

Fig.  170  bis 
Projeclion  sur  un  mur  de  profil. 


136.  Construire  un  icosaèdre  régulier,  connaissant  la 
longueur,  h,  de  sa  diagonale.  —  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  la  hauteur  totale,  h,  de  lïsocaèdre  régulier 
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s'obtient  (fig.  179)  en  ajoutant  au  rayon  R  du  cercle  cir- 
conscrit au  pentagone  qui  aurait  a  pour  rayon,  deux  fois 
le  côté  du  décagone  inscrit  dans  le  même  cercle. 
Or,  on  sait  que  J 'expression  du  côté  du  décagone  régulier 

en  fonction  du  rayon  est    —  (y/  5  —  1). 

On  aura  donc  : 

/*  =  RH-2  ~  (y/"5  —  1)  =  Ry/  r>  • 

Par  conséquent,  si  Ton  se  donne  la  hauteur  s't'  (fig.  180), 
on  en  déduira  R  et  ensuite  la  projection  de  l'icosaèdre  da 
la  manière  suivante  : 

Fig.  180 
S' 


1°  On  partage  s't'  en  cinq  parties  égales  aux  points 
1234. 

2°  On  décrit  sur  s't'  comme  diamètre  une  demi-circon- 
férence, et  on  mène  IV,  perpendiculaire  sur  s't'.  La  lon- 
gueur *'V  donne  R. 

En  effet,  on  a: 

W*  =  71 X  *V, 

c'est-à-dire  : 
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donc 


f'V  =  R. 


Par  conséquent  : 

3°  De  part  et  d'autre,  du  point  o',  milieu  delà  droite  sY, 
on  porte,  en  o'i'  et  o'f,  la  moitié  de  la  longueur  R  qui 
vient  d'être  trouvée  ;  ce  qui  donne  les  niveaux  des  points 
a'b'c'd'f  et  m'n'p'q'r'  de  la  figure  179. 

D'ailleurs,  ayant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  pen- 
tagone régulier  de  côté  a,  la  construction  de  l'icosaèdre 
se  fera  comme  au  paragraphe  précédent. 

La  figure  181  donne  le  développement  d'un  icosaèdre 


137.  Le  cube,  ou  hexaèdre  régulier.  —  (a)  Constitution. 
—  Carrés  groupés  trois  par  trois  autour  de  chaque 
sommet.  —  Il  est  inutile  d'indiquer  la  manière  dont  on 
obtient  la  projection  d'un  cube  reposant  par  sa  base  sur 
le  plan  horizontal. 


régulier. 


Fig.  18i 


Fig.  182 


u 


Nous  résoudrons  le  problème  suivant  : 
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(b)  Problème.  —  Projeter  un  cube  placé  de  telle  sorte, 
que  Tune  de  ses  diagonales  étant  verticale,  une  de  ses 
arêtes  fasse  avec  le  plan  vertical  un  angle  donné,  (3. 

Dans  un  cube  (fig.  182,  perspective),  MSTU,  la  diagonale 
TS'  du  solide  est  la  diagonale  d'un  rectangle  TMS,  dont  un 
côté,  TM,  est  égal  au  côté,  a,  du  cube,  et  dont  l'autre 
côté,  MS,  est  la  diagonale  du  carré  qui  aurait  a  pour  côté. 

On  a  donc  :    MS  =  ajl  et  TS  =  a/T, 


Gela  posé  :  étudions  à  part  (fig.  183,  A)  ce  rectangle  dia- 
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gonal.  Supposons  que  la  donnée  du  problème  sait  la  lon- 
gueur, L,  de  la  diagonale  du  cube.  Trouver  le  côté,  a,  du 
cube,  c'est  donc  résoudre  le  problème  suivant  : 

"  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  sa  dia- 
gonale Si*i,  et  le  rapport  (1/2)  des  carrés  de  ses  côtés.  » 

On  sait  que  les  segments  t{u{  et  ulsl  de  l'hypoténuse 
sont  proportionnels  aux  carrés  des  côtés.  On  devra  donc 

UUi  1 
avoir    -=-  =  -j-  • 
uxs{  A 

Par  conséquent,  on  partagera  en  trois  parties  égales 
et  par  le  point  de  division,  w,,  on  mènera  une  perpen- 
diculaire Uid{  sur  l'hypoténuse  jusqu'à  la  rencontre  en  di 
avec  la  demi-circonférence  S,*,.  Le  côté  du  cube  est  tidt  =  a. 

Si  la  donnée  était  le  côté  a  du  cube,  alors  on  construi- 
rait (fig.  183,  B),  en  MTN  le  carré  ayant  a  pour  côté; 

et  en  MTS  le  rectangle  qui,  ayant  pour  premier  côté  a, 
aurait  pour  second  côté  MS,  la  diagonale  du  carré  pré- 
cédent. 

La  diagonale  ST  de  ce  rectangle  serait  aussi  la  diago- 
nale, L,  du  cube. 

(c)  Remarque.  —  Si  l'on  appelle  o  l'angle  aigu  du  demi- 
rectangle  diagonal,  on  n  : 

tang-?  =  7¥  =  V 

et  sin.  ©  =  3Lp        cos.  o  = 

Cet  angle  ®  nous  servira  beaucoup  dans  la  théorie  des 
ombres. 

(d)  Epure  (fig.  G  et  D).  —  1°  On  se  donne  en  s't'  la  dia- 
gonale verticale. 

2°  On  décrit  sur  s't'  comme  diamètre  une  demi-circon- 
férence, et  on  la  recoupe  par  les  horizontales  2d'  et  In', 
qui  partagent  s't'  en  trois  parties  égales  :  cela  donne  les 
plans  de  niveau  des  sommets  a'b'c'  et  m'n'p'  du  cube;  de 
plus,  cela  détermine  en  7¥  la  longueur  a  du  côté  du 
cube. 

MEM.  P.  B.  20 
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3°  t'd',  en  tournant  autour  de  t'f  comme  axe,  engendre 
un  cône  de  révolution.  Il  faut  prendre  la  génératrice  de 
ce  cône  qui  fait  avec  le  plan  vertical  un  angle  :  c'est 
un  problème  déjà  résolu  (no  103)  ;  à  cet  effet  : 

4°  Par  le  point  t,  en  plan  (fig.  C),  menons  la  droite  de 
niveau  tk,  faisant  avec  le  plan  vertical  l'angle  p.  Prenons 
sur  cette  droite  une  longueur  tk  —  oc  =  t'd',  et  faisons 
tourner  cette  droite  autour  d'un  axe  de  bout  passant  par 
t't.  Elle  engendrera  un  second  cône  de  révolution,  qui 
recoupera  le  premier,  suivant  la  droite  ta —  t'a'  de- 
mandée. 

5°  Ayant  Farête  ta,  il  est  facile  de  voir  que  les  autres 
arêtes  te  et  td,  ayant  même  longueur  dans  l'espace,  étant 
également  inclinées  à  Fangle  <p,  sur  le  sol,  et  faisant 
entre  elles,  dans  l'espace,  le  même  angle  (un  angle  droit)  ; 
il  en  résulte  que  les  trois  points  a,  b,  c,  sont  sur  une 
même  circonférence,  et  que  les  trois  droites  ta,  tb,  te, 
sont  inclinées  à  120°  les  unes  sur  les  autres. 

Les  trois  points  a,  b,  c,  sont  donc  les  sommets  d'un 
triangle  équilatéral. 

6°  Des  points  a,  b,  c,  en  plan,  on  déduit  les  points  a', 
b',  e' ,  en  élévation. 

7°  Ayant  trois  arêtes  du  cube,  en  complétant  les  paral- 
lélogrammes qui  les  ont  pour  côtés,  on  achève  la  repré- 
sentation du  cube. 

{e)  Remarque.  —  En  plan  (fig.  G),  le  contour  apparent 
apbmcn  du  cube  forme  un  hexagone  régulier. 

138.  Dodécaèdre  régulier.  —  (a)  Constitution.  —  Penta- 
gones réguliers  groupés  trois  par  trois  autour  de  chaque 
sommet. 

{b)  Le  solide  dans  l'espace  (fig.  184).  —  Imaginons  six 
pentagones  réguliers,  égaux  entre  eux  et  tous  placés,  les 
uns  sur  les  autres,  en  abedf.  Faisons-les  tourner,  respec- 
tivement, autour  des  côtés   ab  —  bc  —  cd   comme 

charnières,  jusqu'à  ce  que  leurs  arêtes  viennent  se  recou- 
per en   al  —  bl  —  cl. . .    Nous  formons  ainsi  une  sorte  de 
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corbeille,  composée  de  six  pentagones,  dont  un  de  base 
abcdf,  et  cinq  autres  de  faces  latérales. 

Cette  corbeille  présente  des  angles  saillants  k,h,h... 

et  des  angles  rentrants  l,  Z,  l  Elle  constitue  la  moitié 

du  dodécaèdre. 

Cela  posé,  retournons  cette  corbeille  et  faisons-la  pivoter 
d'un  dixième  de  tour.  Ses  angles  rentrants  Z,  l  se  mettront 

aplomb  des  angles  saillants  kkk  de  la  première,  et 

inversement  ;  en  les  rapprochant  ensuite  l'une  de  l'autre, 
elles  s'emboîteront  exactement  et  le  dodécaèdre  sera 
complété. 

Réalisons  cette  construction  sur  une  épure  (fig.  185). 


(c)  Epure  en  plan.  —  1°  On  se  donne  en  abedf  (caché, 
sur  le  plan  horizontal  (fig.  185,  A),  le  pentagone  régulier 
de  côté  a,  et  on  le  considère  comme  résultant  de  la 
superposition  de  six  pentagones  dont  cinq  vont  être  re- 
levés. 

2°  On  fait  tourner  ces  cinq  pentagones  autour  des  cinq 

arêtes    ab  —  bc          de  manière  à  former  la  corbeille 

indiquée  ci-dessus. 

Les  points  rentrants  1,1,1  . .  doivent  être,  à  cause  de 
la  symétrie,  situés  sur  les  bissectrices  des  angles  a,  b,  c. . . 
c'est-à-dire  sur  les  rayons   oa  —  ob  prolongés. 

D'autre  part,  ils  sont  sur  les  perpendiculaires  telles  que 
fl  —  cl   abaissées  sur  les  charnières,  ce  qui  les  dé- 
termine. 


Fig. 184 
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Le  point  saillant  k,  lequel  est  le  relèvement  du  som- 
met d,  s'obtient  en  utilisant  le  point  de  charnière  6. 

D'ailleurs,  comme  les  points  saillants  k,  k         de  la 

corbeille  inférieure,  deviennent  les  points  rentrants  de  la 

corbeille  supérieure  mnpqr,  klkl  ,  il  en  résulte  que 

les  points  klkl  sont  sur  une  même  circonférence  et 

qu'ils  sont  les  sommets  d'un  décagone  régulier  inscrit 
dans  cette  circonférence. 

(d)  Epure  en  élévation.  —  La  projection  a'b'c'd'f  du  penta- 
gone de  base  une  fois  obtenue  :  (Regarder  A  et  B  à  gauche). 

1°  Le  niveau  des  points  rentrants  l'VV         s'obtient  en 

remarquant  que  e?T,  projection  verticale  de  dl,  doit 
donner  en  vraie  grandeur  le  côté  a  du  pentagone  ;  un  arc 
de  cercle  décrit  de  d'  comme  centre,  avec  a  pour  rayon, 
donnera  donc  le  point  V  par  recoupement  avec  la  ligne 
de  rappel  du  point  /. 

2°  Le  niveau  des  points  saillants  h'k'  s'obtient  aussi 

par  arc  de  cercle,  en  remarquant  que  b'k'  est,  en  vraie 
grandeur,  l'apothème  du  pentagone  régulier,  et,  par  suite, 
est  égale  à  b'd',  d'où  l'arc  de  cercle  d'k'. 

3°  La  base  supérieure  m'n'p'  est  symétrique  de  la 

base  inférieure  a'b'c'd'  En  plan,  cette  base  mnpqr  a 

été  obtenue  en  faisant  pivoter  de  1/10  de  tour  la  base 
inférieure  autour  du  point  o. 

(e)  Remarques.  —  1°  En  élévation,  les  points  a'Vk'  sont 
en  ligne  droite,  car  ce  sont  les  projections  des  sommets 
d'un  pentagone  ablkl,  dont  le  plan  est  de  bout.  Il  en  est 
de  même  des  points  Vh'm'ri. 

2°  En  plan,  la  droite  ap  et  la  droite  al  sont,  toutes 
deux,  inclinées  à  1/iO  de  quatre  angles  droits  sur  la 
ligne  de  terre. 

Donc,  le  triangle  pal  est  isocèle,  et  I  on  a  :    ap  =  al. 

Par  conséquent,  le  rayon  R  de  la  circonférence  cir- 
conscrite au  grand  décagone  de  contour  apparent  hori- 
zontal du  solide  s'obtient  en  augmentant  le  rayon  r,  de  la 
circonférence  circonscrite  au  pentagone  de  base,  du  côté 


458  LES  POLYÈDRES 

du  décagone  régulier  inscrit  dans  cette  dernière  circon- 
férence. 

3°  La  hauteur  des  points  rentrants,  VVV , . .  est  égale  àr. 
En  effet  :  Dans  le  triangle  d'I'l",  on  a  :  (voir  à  gauche). 

d'L"  —  côté  du  décagone  inscrit  dans  la  circonférence 
abcdf. 

d'V  —  côté  du  pentagone  inscrit  dans  la  circonférence 
abcdf  (d'après  ce  qui  vient  d'être  dit). 

Donc  :  VI"  —  r,  rayon  de  cette  circonférence  (voir 
(no  135-/*). 

4°  Le  côté  lk  du  décagone  inscrit  dans  la  grande  cir- 
€onférence  de  rayon  R  est  égal  au  rayon,  r,  de  la  petite 
circonférence. 

En  effet,  soit,  y,  ce  côté,  et  x,  le  côté  du  décagone  ins- 
crit dans  la  petite  circonférence.  Nous  avons  vu  que  Ton 
avait  : 

(1)  R  =  r-\-x  :  Mais  on  sait  que  x  s'obtient  en  par- 
tageant r  en  moyenne  extrême  raison;  ce  qui  veut  dire 
que  Ton  a  : 

(2)  »  =  ^UT-i), 

et,  par  conséquent, 

(3)  R=r  +  x  =  J-^T+j), 
d'autre  part  : 

par  conséquent,  en  substituant  à  R  sa  valeur  tirée  de  (3), 
il  vient  : 

v  =  -x{f* +0  =r. 

G.  Q.F.  D. 

5°  La  hauteur  des  points  saillants  k'k'k'...  est  égale 
à  R. 

En  effet,  dans  le  triangle  rectangle  k'I'f  (1),  en  élévation, 
(1)  Ce  triangle,  en  élévation,  est  indiqué  par  la  lettre  N. 
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l'hypoténuse  Vk'  est  la  projection  du  côté  du  polyèdre, 
lequel  côté  est  de  front.  On  a  donc  h'V  —  a,  côté  du 
pentagone  inscrit  dans  la  circonférence  de  rayon  r. 

D'autre  part,  t'V  —  kl  du  plan,  =:  r,  d'après  ce  qui 
précède  (4°). 

Donc,  la  hauteur  t'h!  est  égale  au  côté  du  décagone 
inscrit  dans  la  petite  circonférence,  c'est-à-dire  à  (R  —  r)? 
ce  qui  suffit  à  démontrer  la  proposition. 


Fig.  186 


(/*)  Développement.  —  La  figure  186  donne  la  moitié  du 
développement  d'un  dodécaèdre  régulier.  Une  figure 
identique  soudée  à  la  première,  suivant  la  ligne  lk,  achè- 
verait le  développement  complet. 

139.  Sujet  d'épure.   Dodécaèdre  régulier   et  prisme 

(Feuille  demi-grand-aigle).  —  (a)  On  donne  un  plan 
défini  par  ses  traces  PaQ'.  La  trace  horizontale  fait  un 
angle  de  60°  avec  la  ligne  de  terre  et  la  trace  horizontale 
un  angle  de  40°. 

(b)  Un  dodécaèdre  régulier  a  son  côté,  a,  égal  à  50  mil- 
limètres et  il  repose  par  une  de  ses  faces  sur  le  plan 
PaQ'.  Pour  achever  de  le  déterminer,  on  se  donne  l'angle, 
8,  que  l'un  des  côtés  de  cette  face  de  hase  fait,  dans 
l'espace,  avec  la  trace  horizontale  du  plan  (S  =  40°). 
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(c)  Un  prisme  a  pour  section  droite  un  carré  de  70  mil- 
limètres de  côté.  Aucun  des  côtés  de  ce  carré  de  section 
droite  ne  sera  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection. 

Ses  arêtes  sont  de  front  et  font  avec  le  plan  horizontal 
un  angle  y  (y  =  45°). 

Son  axe  rencontre  la  verticale  du  centre  du  dodécaèdre 
en  un  point  situé  à  8  millimètres  au-dessus  de  ce  centre. 

On  demande  :  i<>  De  déterminer  l'intersection  des  deux 
solides  et  de  représenter  le  dodécaèdre  seul,  le  prisme 
étant  enlevé  ; 

2°  De  donner,  découpés  sur  deux  feuilles  de  bristol 
séparées,  les  développements  de  chaque  solide,  de  telle 
sorte  qu'en  repliant  ces  développements  on  puisse  recons- 
tituer le  double  solide  dans  l'espace. 

Nota.  —  L'intersection  sera  plus  facilement  trouvée 
après  la  lecture  du  chapitre  suivant. 

On  recommande  d'employer  la  méthode  des  projections 
obliques.  Les  projetantes  obliques  seront  parallèles  aux 
arêtes  du  prisme. 


CHAPITRE  XII 


PYRAMIDES  ET  PRISMES 

§  1.  —  Intersections 

139.  Définitions.  —  [a)  Cône  et  pyramide,  —  Un  cône 
(ou  surface  conique)  est  la  surface  engendrée  par  une 
droite,  nommée  génératrice  assujettie:  1«  à  passer  toujours 
par  un  point  fixe,  S,  appelé  sommet,  et  2°  à  rencontrer 
toujours  une  courbe  fixe  ABC  (fig.  187),  plane  ou  gauche, 
nommée  directrice. 


Fig.  187  Fig.  18S 


une  directrice  polygonale,  MNP...  (fig.  188),  au  lieu  dun 
cône  nous  aurons  une  pyramide. 

Si  la  directrice  (courbe  ou  polygonale)  est  plane,  on  lui 
donne  ordinairement  le  nom  de  base  du  cône  ou  de  la 
pyramide. 

Le  cône  de  révolution  répond  au  cas  particulier  où  la 
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base  e«t  un  cercle  et  où  le  sommet  est  sur  une  perpendi- 
culaire élevée  au  centre  de  la  base. 

(b)  Cylindre  et  prisme.  —  Un  cylindre  (ou  surface  cylin- 
drique) est  la  surface  engendrée  par  une  droite  assujettie: 
1°  à  être  toujours  parallèle  à  une  direction  fixe,  A,  appelée 
la  direction  du  cylindre  (fig.  189)  ;  2°  à  rencontrer  toujours 
une  courbe  fixe  ABC...,  plane  ou  gauche,  nommée  sa 
directrice . 

Fig.  189  Fig.  190 


Si  la  directrice  est  polygonale,  on  a  un  prisme  (fig.  190). 
Si  la  directrice  est  plane,  elle  porte  le  nom  de  base. 

140.  Avertissement.  —  (a)  Malgré  que  les  cônes  et  que 
les  cylindres  doivent  être  étudiés  en  détail  dans  la  seconde 
partie  du  cours,  néanmoins  nous  décrirons  les  méthodes 
générales  d'intersection  pour  ces  surfaces  courbes,  car 
nous  avons  remarqué  que  Ton  comprenait  mieux  ensuite 
ce  qui  avait  rapport  aux  pyramides  et  aux  prismes. 

(b)  Un  plan  n'étant  qu'un  cas  particulier  d'un  cône  ou 
d'un  cylindre,  on  conçoit  qu'il  y  ait  intérêt  a  n'étudier  les 
sections  planes  qu'après  les  intersections,  plus  générales, 
des  deux  surfaces.  Nous  résoudrons  d'abord  la  question 
suivante  : 

141.  Intersection  d'une  droite  avec  un  cône,  une  pyra- 
mide, un  cylindre  ou  un  prisme. 

(a)  Solution  dans  l'espace.  —  1°  Par  la  droite  donnée 
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GD,  on  fait  passer  un  plan  auxiliaire  donnant  la  section 
la  plus  simple  possible  dans  la  surface;  c'est-à-dire  don- 
nant une  ou  plusieurs  génératrices.  Pour  le  cône  et  pour 
la  pyramide,  ce  plan  (fig.  191),  GDSF,  passera  par  le  som- 
met; pour  le  cylindre,  ce  plan,  GDF,  sera  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre. 


Fig.  191 


2°  On  cherche  en  FH  (fig.  191),  ou  en  FD  (fig.  192),  la 
droite  d'intersection  de  ce  plan  auxiliaire  avec  le  plan  de 
base  du  cône  ou  du  cylindre. 

3°  On  prend  en  pq,  ou  ran,  si  elles  existent,  les  intersections 
de  cette  droite  avec  la  ligne  de  base,  et  on  en  déduit  en 
SpS#  —  SmSn  (fig.  191),  ou  bien  (fig.  192)  en  Mm  et  les 
génératrices  de  section  du  plan  auxiliaire. 


Fig.  192 


4°  Les  points  P,  Q,  M,  N  (fig.  191),  MN  (fig.  192),  où  les 
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génératrices  rencontrent  la  droite  donnée,  sont  les  points 
cherchés. 

(b)  Epure  pour  une  pyramide  (fig.  193).  —  Son  sommet 
est  ss'.  Sa  base  est  un  triangle  abc  —  a'b'c',  situé  sur  un 
plan  PP'Q'  que  nous  pouvons  toujours  ramener  à  être 
debout.  La  droite  est  gd  —  g'd' . 


Fi#. 193 


Par  le  sommet  ss  on  mène  une  droite  sf — s'f  parallèle 
à  la  droite  donnée,  et  le  plan  auxiliaire  se  trouve  défini 
par  les  deux  droites  parallèles  gd  —  g'd'  et  sf—s'f.  On 
obtient  en  d'd  et  ff  les  traces  de  ces  droites  sur  le  plan 
de  base,  et  la  droite  fd . . .  est  la  trace  du  plan  auxiliaire 
sur  le  plan  de  base.  Elle  recoupe  en  m  et  w,  rappelés  en 
m!  et  ri,  le  triangle  de  base.  Les  génératrices  auxiliaires 
d'intersection  sont  sm  —  s' m!  et  sn —  s'ri  ;  elles  recoupent 
la  droite  donnée  en  MM'  et  NN'  qui  sont  les  points 
cherchés .  On  fera  une  épure  analogue  pour  un  cylindre. 


INTERSECTIONS 


J65 


141.  Méthode  générale  pour  la  recherche  de  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques.  —  Nous 
expliquerons  la  méthode  générale  pour  deux  cônes.  Nous 
rétendrons  ensuite  à  toutes  les  intersections  que  peuvent 
donner,  en  les  prenant  deux  à  deux,  les  surfaces  suivantes  : 
cône,  pyramide,  cylindre  et  prisme. 

(a)  Points  courants  de  l'intersection.  —  En  principe,  on 
coupe  les  deux  surfaces  par  des  plans  auxiliaires  convena- 
blement choisis,  c'est-à-dire  donnant  des  intersections 
auxiliaires  aussi  simples  que  possible.  Or,  dans  un  cône, 
les  sections  planes  les  plus  simples  sont  celles  qui  passent 
par  le  sommet,  car  elles  sont  formées  par  une  ou  par 
plusieurs  génératrices.  On  est  donc  conduit  à  opérer 
comme  suit  : 

1°  On  joint  les  deux  sommets  S  et  T  (fig.  194),  par  une 
droite,  dont  on  prend  la  trace  K,  sur  le  plan  de  base 
commun  aux  deux  cônes.  Cette  droite  se  nomme  la  ligne 
des  sommets  et  le  point  K  s'appelle  le  point  de  divergence. 

2°  Par  la  droite  des  sommets,  on  fait  passer  une  série 
de  plans  auxiliaires  ;  leurs  traces,  telles  que  Kdcll,  diver- 
gent toutes  du  point  K.  Raisonnons  sur  le  plan  auxiliaire 
n°  II. 

3o  On  prend  en  c  et  d  sur  une  base,  et  en  2  et  12  sur 
l'autre,  les  intersections  de  sa  trace  avec  les  courbes  de 
base,  et  on  en  déduit,  en  Te  et  Td  sur  le  cône  T,  et  en 
S  2  rt  S  12,  sur  le  cône  S,  les  génératrices  d'intersection 
auxiliaire. 

4°  Ces  génératrices  se  recoupent,  deux  à  deux,  en  quatre 
points  C2,  Ci2,  D2,  Di2,  qui  sont  des  points  courants  de 
l'intersection. 

(b)  Tangente  en  un  point  courant,  C2.  —  Elle  est  l'inter- 
section des  deux  plans  tangents  (sera  démontré  dans  la 
2e  partie).  On  en  cherche  les  traces  2x  et  cy.  Si  elles  se 
coupent  dans  les  limites  de  l'épure,  en  un  point  cp  par 
exemple,  en  joignant  le  point  cp  au  point  C2  on  aura  la 
tangente. 

Si  elles  se  coupent  hors  de  l'épure  (c'est  le  cas  de  la 


INTERSECTIONS 


167 


figure  194),  alors  on  considère  chaque  plan  tangent  comme 
un  cône,  mais  dont  la  base  serait  une  ligne  droite  au  lieu 
d'être  une  ligne  courbe.  Ainsi  le  plan  2x  sera  considéré 
comme  un  cône  de  sommet  S  et  de  base  2a?.  Le  plan  cy 
sera  un  cône  de  sommet  T  et  de  base  cy.  Dès  lors  on 
cherche  un  point  de  leur  intersection  comme  on  Ta  fait 
pour  les  véritables  cônes  S  et  T. 

On  utilise  pour  cela  le  même  point  de  divergence  K. 
On  coupe  par  un  plan  auxiliaire  Kyoc  ;  on  détermine  les 
génératrices  d'intersection  auxiliaire  xS  et  yT,  et  leur 
rencontre  donne,  en  0,  un  point  de  la  tangente.  Cette 
tangente  est  0C2. 

142.  Ordre  à  apporter  dans  le  numérotage  des  points. 

—  Nous  conseillons  de  numéroter  les  plans  auxiliaires 
par  des  chiffres  romains  :  Plan  n°  I,  n°  II,  . . .,  n°  IX. 
Sur  une  des  bases,  les  points  seront  numérotés  : 
\  et  11,  s'ils  sont  donnés  par  le  plan  n°  1  ; 
2  et  12,  s'ils  sont  donnés  par  le  plan  n°  2. . . 


9  et  19,  s'ils  sont  donnés  par  le  plan  n°  IX. 

Sur  l'autre  base,  les  points  recevront  des  lettres  a,  b, 
c,  ...  De  telle  sorte  qu'un  point  de  l'intersection  dans 
l'espace  sera  désigné  à  la  fois  par  une  lettre  et  par  un 
numéro.  Ainsi  le  point  C2  sera  donné  par  le  plan  n°  II  ; 
il  appartiendra  à  la  génératrice  TG,  de  l'un  des  cônes,  et 
à  la  génératrice  S  2,  de  l'autre. 

143.  Plans-limites  et  points-limites  (même  figure  194). 
—  (a)  Plans  auxiliaires  utiles.  —  Pour  qu'un  plan  auxiliaire 
donne  des  points  courants,  il  faut  que  sa  trace  coupe  à  la 
fois  les  deux  bases.  Par  suite,  les  seules  traces  utiles 
seront  comprises  entre  la  trace  K^al,  tangente  à  la  base 
de  gauche,  et  sécante  à  celle  de  droite,  et  la  trace  K, 
Y,  19,  9,  tangente  à  la  base  de  droite,  et  sécante  à  celle 
de  gauche. 

Ce  premier  et  ce  dernier  plan  utiles  se  nomment  les 
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vl ans-limites.  Chacun  d'eux,  K[3al,  par  exemple,  ne  donne 
plus  que  deux  points  A  et  B  dans  l'espace,  au  lieu  de 
quatre.  En  réalité,  le  point-limite  A  est  la  réunion  de 
deux  points  confondus  en  un  seul  sur  la  génératrice  aA. 
Il  faut  imaginer  les  génératrices  voisines  C2  et  Ci2,  se 
rapprochant  indéfiniment  de  aA.  Les  deux  points  C2  et  Cl2 
arrivent  à  se  confondre  en  A. 

Cela  nous  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant,  que 
nous  démontrerons  dans  la  2e  partie  : 

(b)  Théorème  des  points-limites.  —  En  un  point-limite, 
la  courbe  d'intersection  est  tangente  à  la  génératrice  de 
celle  des  deux  surfaces  qui  est  coupée  par  le  plan-limite. 
(Sera  démontré  dans  la  2e  partie,  quoique  presque  évident.) 

144.  Distinction  des  différents  cas  et  cheminement  des 
points.  —  (a)  Pénétration.  —  Considérons  ce  qui  se  passe 
sur  le  plan  commun  des  deux  bases  (fig.  195). 

Sur  l'épure  des  bases,  si  les  traces  limites  Ka  et  K(3  sont 
tangentes  à  une  même  base  B,  et  sécantes  toutes  deux  à 
l'autre  B',  alors  deux  zones  (marquées  de  hachures  sur  le 
plan)  et  appartenant  toutes  deux  au  même  cône  B'  seront 
en  dehors  de  l'intersection.  L'intersection  se  composera 
(fig.  196,  perspective)  de  deux  courbes,  l'une  PQ,  dite 
courbe  (Ventrée,  l'autre  MN,  dite  courbe  de  sortie. 

Fig.  195  Fig.  196 


0 


Il  y  a  pénétration  du  cône  B  dans  le  cône  B'. 

(b)  Cheminement  des  points.  —  Méthode  des  deux  mobiles. 
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—  Pour  joindre,  comme  il  convient,  les  points  donnés 
4  par  4,  par  chaque  plan  sécant  auxiliaire,  on  imagine 
deux  mobiles  cheminant  en  même  temps  sur  chaque  base 
et  se  trouvant,  au  même  instant,  sur  une  même  trace 
auxiliaire.  Ainsi  le  mobile  de  gauche  sera  en  m  (fig.  195) 
quand  celui  de  droite  sera  en  1  ;  celui  de  gauche,  mar- 
chant comme  l'indique  la  flèche,  arrive  en  n  quand  l'au- 
tre arrive  en  2  ;  mais  celui  de  gauche  ne  pouvant  dépasser 
le  point-limite  n,  revient  sur  ses  pas  jusqu'en  m,  tandis 
que  celui  de  droite  fait  le  tour  complet  de  la  base  B.  On 
obtient  ainsi  la  courbe  de  sortie.  Pour  la  courbe  d'entrée, 
le  mobile  de  gauche  parcourra,  aller  et  retour,  le  seg- 
ment limité  pq,  tandis  que  celui  de  droite  fera  une  seconde 
fois  le  tour  complet  de  la  base  B. 

(c)  Arrachement.  —  En  plan  (fig.  197),  une  des  traces- 
limites  est  tangente  à  la  base  B,  l'autre  l'est  à  la  base  B'. 
Une  zone  (couverte  de  hachures,  fig.  197)  reste  en  dehors 
de  l'intersection  sur  chaque  cône.  Les  surfaces  se  ren- 


contrent par  côté  :  on  dit  qu'il  y  a  arrachement  récipro- 
que de  l'une  par  l'autre  ;  l'intersection  se  compose  d'une 
seule  courbe,  affectant  la  forme  de  la  figure  perspective 
(fig.  198). 

(d)  Cheminements  des  points.  —  Les  deux  mobiles  se 
déplaceront  comme  suit  (fig.  197)  : 
Celui  de  gauche  partant  de  m,  et  celui  de  droite  par- 


Fig.  197 


Fig.  198 
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tant  de  2,  le  premier  suit  les  flèches  :  il  atteint  le  point  1 , 
et  le  dépasse,  tandis  que  celui  de  droite  atteint  le  point- 
limite  p,  et  est  obligé  de  revenir  sur  ses  pas.  Ensuite  le 
mobile  de  gauche  atteint  le  point-limite  n  et  revient  sur 
ses  pas,  tandis  que  celui  de  droite  atteint  le  point  de  tan- 
gence  2  et  le  dépasse. . .  etc. . . 

(e)  Cas  limite  simple  avec  un  point  double  co  (fig.  199  et 
200).  —  Un  des  plans-limites  est  tangent  à  la  fois  aux 
deux  surfaces.  Les  quatre  génératrices  de  section  auxi- 
liaire se  réduisent  à  deux,  et  les  quatre  points  courants 
sont  réunis  en  un  seul. 


On  comprendra  le  fait  en  imaginant  (fig.  201)  que  les 
points-limites  a  et  (3  (fig.  A)  se  rapprochent  l'un  de  Tautre 
en  formant  deux  pointes  a'  et  (3'  (fig.  B)  qui  à  un  instant 
donné  se  confondent  en  un  point  double  o)  (fig.  C). 


Fig.  201 


ABC 


Les  tangentes  w£ —  oj6,  aux  deux  branches  qui  se 
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croisent,  ne  peuvent  pas  être  déterminées  élémentaire- 
ment.Ce  ne  sont  les  génératrices  d'aucune  des  surfaces. 

(f)  Cas  limite  double.  —  Les  deux  plans-limites  sont 
tangents  communs  aux  deux  bases  (fig.  202).  Il  y  a  (fig. 
203)  clsux  points  doubles  w  et  X,  et  Ton  démontre,  en 


Fig.  202  Fig. 203 


Y 

géométrie  analytique,  que  si  les  deux  cônes  sont  à  bases 
du  2°  degré  (ellipse,  hyperbole,  parabole,  cercle),  Tinter- 
section  se  compose  de  deux  courbes  planes  AB  et  CD,  se 
recoupant  aux  points  doubles  w  et  X. 

445.  Cônes  et  cylindres  (fig.  204).  —  Par  le  sommet  S  du 

Fi&.  204 


cône,  on  mène  SK  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre, 
K  est  le  point  de  divergence. 
Le  reste  comme  pour  deux  cônes. 
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146.  Cylindre  et  cylindre.  —  1<>  Par  un  point  quelcon- 
que V,  on  mène  deux  droites  parallèles  aux  génératrices 
des  cylindres  ;  ce  qui  détermine  un  plan  MVN  dont  la 
trace  est  A  (fig.  205). 


2°  On  coupe  les  deux  cylindres  par  des  plans  auxiliaires, 
parallèles  au  plan  MVN  ;  leurs  traces  seront  donc  parallèles 
à  A.  Le  reste  comme  pour  deux  cônes. 

On  rattache  le  cas  de  deux  cylindres  à  celui  de  deux 
cônes  en  considérant  que  le  point  de  divergence  K  des  deux 
cônes  est  rejeté  à  l'infini. 

Nota.  —  On  généralisera  ce  qui  précède  aux  prismes  et 
aux  pyramides  ;  on  remarquera  seulement  qu'il  suffira  de 
faire  passer  les  plans  sécants  successivement  par  les  arêtes 
de  chacune  des  surfaces  polyédriques.  Nous  allons  en  donner 
un  exemple. 

147.  Epure.  —  Intersection  d'un  prisme  et  d'une  pyramide 
(arrachement).  —  (a)  Données  (fig.  206,  page  172).  —  La 
pyramide  a  pour  base  un  quadrilatère  abcd,  tracé  sur  le 
plan  horizontal.  Son  sommet  est  donné  en  S,  en  plan, 
et  l'on  en  connaît  la  cote  de  hauteur  SS'. 

Le  prisme  a  pour  base  un  pentagone  mnpqr.  Ses  géné- 
ratrices ont  pour  projections  mM  —  wN,  etc.,  et  l'on 
connaît  l'angle,  a,  qu'elles  font  avec  le  sol.  Nous  ne  don- 
nerons qu'une  projection  horizontale  des  solides. 


Fig.  205 


«7 
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(b)  Point  de  divergence  des  traces.  —  Par  le  sommet  S 
de  la  pyramide,  on  mène  une  parallèle  SK  aux  génératrices 
du  cylindre.  Sa  trace  K,  obtenue  en  rabattant  en  S'K  cette 
parallèle,  est  le  point  de  divergence  des  traces  auxiliaires. 

(c)  Intersection.  —  On  achève,  ensuite,  exactement 
comme  si  Ton  avait  un  cône  et  un  cylindre  ;  seulement 
nous  n'avons  de  plans  auxiliaires  à  mener  que  par  les  arêtes 
de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  surfaces. 


Le  cheminement  des  points  se  fait  exactement  comme 
si  les  surfaces  étaient  courbes,  et  par  la  méthode  dite  des 
deux  mobiles.  Le  premier  plan  auxiliaire,  n°  I  est  limite 
pour  le  prisme,  tandis  que  le  dernier  plan  auxiliaire  est 
limite  pour  la  pyramide  :  il  y  a  donc  arrachement. 

La  figure  206  montre  l'entaille  faite  par  le  prisme  dans 
la  pyramide  (v.  page  172). 

La  figure  207  représente  le  solide  commun. 

Enfin,  la  figure  208  donne  l'entaille  faite  parla  pyramide 
dans  le  prisme  (v.  page  175). 

§  2.  —  Sections  planes 

148.  Méthode  générale  (fig.  209).  —  On  considérera  le 
plan  sécant  comme  un  cas  particulier  d'un  cône  ou  d'un 
cylindre. 
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base  du  véritable  cône  (ou  cylindre)  sera  prise  pour  base, 
rectiligne  du  plan  sécant. 

Si  on  assimile  le  plan  sécant  à  un  cylindre,  comme 
cela  est  fait  sur  la  figure  209,  on  prendra  comme  direc- 
tion des  génératrices  une  droite  quelconque  A ,  con- 
venablement choisie,  à  la  surface  du  plan  ou  parallèle- 
men  à  sa  surface,  et  pour  base,  rectiligne,  on  adoptera 
sa  trace  RV  sur  le  plan  de  base  du  cône  coupé. 


Fig.  209 


La  première  méthode  porte  le  nom  de  méthode  des  pro- 
jections coniques  ou  méthode  perspective,  la  seconde  est 
dite  :  méthode  des  projections  obliques;  c'est  elle  que 
nous  allons  expliquer  avec  quelques  détails. 


149.  Section  plane  d'un  cône.  Méthode  des  projec- 
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tions  obliques.  —  Soit  à  chercher  la  section  d'un  cône 
Sman...  par  un  plan  P  (fig.  209). 

(a)  Point  courant  et  tangente.  —  Par  le  sommet  S, 
on  mène  des  plans  auxiliaires  convenablement  choisis;  soit 
SSAZ  un  de  ces  plans. 

Ils  recoupent  le  plan  sécant  P,  suivant  une  droite  wtJ 
et  le  cône  suivant  deux  génératrices  Sn  et  Sm  dont  les 
recoupements  avec  mj  donnent  en  M  et  N  deux  points 
courants  de  l'intersection  cherchée. 

La  tangente  est  l'intersection  6M  du  plan  sécant  et 
du  plan  tangent  0m  mené  suivant  la  génératrice  Sm. 

(b)  Remarque  I.  —  Les  plans  auxiliaires  seront  con- 
venablement choisis  s'ils  donnent  des  intersections  telles 
que  mj,  très  faciles  à  trouver  et,  de  plus,  fournissant  de 
bons  recoupements  graphiques.  Sur  le  croquis  (fig.  209) 
ces  plans  sont  tous  parallèles  à  une  droite  A  contenue 
dans  le  plan  sécant  P,  et  quelconque  d'ailleurs  dans  ce 
plan;  il  en  résulte  :  1°  que  les  traces,  sur  le  plan  de 
base,  des  plans  auxiliaires  passent  toutes  par  un  point 
fixe  Si  qui  est  le  point  de  divergence,  et  2»  que  les  inter- 
sections auxiliaires  telles  que  mj  sont  toutes  parallèles 
à  A.  Par  conséquent  le  point  m,  suffit  pour  les  trouver. 

(c)  Remarque  II.  —  Cette  méthode  utilisant  la  droite  A 
est  la  méthode  dite  des  projections  obliques.  En  effet,  Si 
peut  être  considéré  comme  une  projection  oblique  de  S 
faite  en  prenant  A  pour  direction  des  projetantes.  Le  plan 
P  est  projeté  obliquement  tout  entier  en  ligne  droite  sui- 
vant sa  trace  KV  ;  mi  est  la  projection  oblique  de  M  et 
de  N  ;  m^m  est  la  projection  oblique  de  la  génératrice 
SM,  et  Om  est  la  projection  oblique  de  la  tangente  6M... 
de  l'espace. 

Il  faut  bien  remarquer  que  sur  le  plan  de  base  H,  l'in- 
tersection MANB  de  l'espace  se  projette  obliquement 
tout  entière  suivant  la  droite  limitée  aibi  ;  cela  tient  à  ce 
qu'elle  est  plane  et  que  son  plan  est  parallèle  aux  proje- 
tantes. 
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(d)  Plans  limites.  —  Les  plans  auxiliaires  dont  les 
traces  Sia  et  Si&  sont  tangentes  à  la  courbe  de  base,  sont, 
l'un  le  premier,  l'autre  le  dernier  plan  utile  ;  ce  sont 
les  plans  limites  ;  et  les  points  A  et  B  qu'ils  donnent 
sont  les  points  limites.  En  ces  points  les  tangentes  à  la 
courbe  sont  précisément  les  droites  auxiliaires  Aat  et 
B&i.  (Voir  théorème  sur  les  points  limites,  n°  143&.) 

150.  Section  plane  d'un  cylindre  (fig,  210).  —  (a)  Mé- 
thode des  projections  obliques. —  La  méthode  est  analogue  ; 
on  l'applique  comme  suit  : 

1°  On  choisit  dans  le  plan  une  direction  A  quelconque, 
mais  devant  donner  graphiquement  de  bons  recoupe- 
ments avec  les  génératrices. 


Fig.  210 


*0 


2°  Par  un  point  quelconque  S  de  l'espace,  on  mènera 
la  fois  une  parallèle  à  la  direction  A  et  une  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre.  Ces  deux  droites  déterminent 
un  plan  GSZ  qui  donne  la  direction  des  plans  auxiliaires 
que  l'on  emploiera. 

Le  reste  s'achève  exactement  comme  pour  l'intersection 
de  deux  cylindres. 
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Le  croquis  ci-contre  (fig.  210)  suffit  à  faire  comprendre 
l'application  de  la  méthode. 

(b)  Méthode  par  changement  de  plan  vertical.  —  On 
prend  un  nouveau  mur  perpendiculaire  au  plan  sécant; 
l'intersection  s'y  projette  alors  tout  entière  en  ligne 
droite,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  les  points  en  pro- 
jection horizontale,  connaissant  leurs  projections  verti- 
cales et  la  surface  (cône  ou  cylindre)  qui  les  contient. 
(Problème  traité  aux  chapitres  précédents.) 

(c)  Remarque.  —  La  méthode  des  projections  obliques 
et  celle-ci  ont  cela  de  commun  que,  dans  chacune  d'elles, 
on  amène  l'intersection  à  avoir  pour  projection  (oblique 
dans  la  lre  et  droite  dans  la  2e)  une  ligne  droite.; 

151.  Développement  des  cônes  et  des  cylindres. —  Trans- 
formée d'une  courbe  (fig.  211).  —  On  développe  un  cône 
ou  un  cylindre  en  les  assimilant  à  une  pyramide  ou  à  un 
prisme  dont  les  faces  seraient  infiniment  petites,  le 
nombre  de  ces  faces  étant  infiniment  grand. 

Fig.  211 


Dans  le  développement  d'une  pyramide  SMNPQ,  ins- 
crite dans  le  cône,  les  angles  a,  y,  que  forment  les 
sécantes  MN  —  NP  —  PQ  avec  les  génératrices  se  conser- 
veront ainsi  que  les  longueurs  de  ces  sécantes;  cela  sera 
toujours  vrai,  quelque  petits  que  soient  les  côtés,  et,  par 
suite,  vrai  à  la  limite  ;  mais  à  la  limite  :  1°  le  périmètre 
a  b  +  c  du  polygone  MNPQ  devient  le  périmètre  de  la 
courbe,  et  2°  les  sécantes  MN,  NP,  PQ  deviennent  les 
tangentes  à  la  courbe  ;  donc  : 
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Théorème.  —  Lorsque  Ton  développe  sur  un  plan  un 
cône  ou  un  cylindre,  toute  courbe  tracée  sur  la  surface 
donne  pour  transformée  une  courbe  de  même  longueur  et 
rencontrant  les  transformées  des  génératrices  sous  le 
môme  angle  que  dans  l'espace. 

On  énonce  plus  simplement  ce  théorème  en  disant  : 
Les  longueurs  et  les  angles  se  conservent  après  le  dévelop- 
pement. 

152.  Section  p^ane  et  développement  d'une  pyramide. 
—  Epure  (fi g.  212).  —  (a)  Données.  —  La  base  de  la  pyra- 
mide est  le  quadrilatère  ABCD  du  plan  horizontal.  Le 
sommet  est  SS'.  Le  plan  sécant,  PaQ',  est  défini  par  ses 
traces. 

(b)  Intersection .  —  On  applique  la  méthode  des  projec- 
tions obliques.  On  considère  le  plan  sécant  comme  un 
cylindre  dont  les  génératrices  seraient  parallèles  à  la  direc- 
tion 88'.  Nous  avons  pris  la  direction  88'  parallèle  aux 
lignes  de  front  du  plan  sécant  ;  mais  on  aurait  pu  la 
prendre  toute  autre.  Ainsi,  sur  l'épure  de  la  figure  214, 
nous  prendrons  pour  direction  auxiliaire  celle  des  hori- 
zontales du  plan  sécant. 

Le  point  de  divergence,  que  nous  pourrions  aussi  appeler 
la  projection  oblique  du  sommet,  est  le  point  SiS'i.  On 
mène  les  traces  auxiliaires  SiA,  SiB,  etc.  Elles  recou- 
pent en  «i&ici. . .,  la  trace  Pa  du  plan  sécant,  et  l'on  peut 
considérer  ces  points  «i&ici^i  . .  comme  les  projections 
obliques  des  points  cherchés,  aa'  —  bb',  de  l'intersection. 
En  remontant  par  des  projetantes  inverses,  axa — bib, 
on  obtient  en  abcd  —  a'b'c'd' . . .  l'intersection. 

(c)  Développement. —  1° Recherche  des  vraies  grandeurs. 
—  Nous  avons  vu  (n°  151)  que  l'opération  du  développe- 
ment d'un  cône  revenait  à  rechercher  les  vraies  grandeurs 
d'une  série  de  triangles,  dont  les  côtés  sont  formés  par 
les  génératrices  et  dont  les  bases  sont  constituées  par  les 
cordes  des  arcs  de  la  courbe,  ou  des  courbes,  à  dévelop- 
per. Les  arcs  doivent  être  pris  assez  petits  pour  que  les 


Le  développement  d'un  cône  ne  sera  donc,  sauf  dans 
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des  cas  particuliers,  qu'approximatif.  Celui  d'une  pyramide 
est  tout  à  fait  exact. 

Nous  allons  chercher  (fig.  212,  M)  les  vraies  grandeurs 
des  arêtes,  soit  dans  leur  entier  de  S  en  A,  en  B,  en  G. .., 
soit  dans  leur  partie  de  S  en  a,  en  b,  en  c. 

A  cet  effet,  de  s"  en  A'2,  B'2,  C2. . .,  on  a  porté  (fig.  M) 
les  grandeurs  SA,  SB,  prises  sur  le  plan  (fig.  N)  et  joignant 
S'A'2  —  S'B'2,  on  a  ainsi  les  grandeurs  des  arêtes  totales. 
Pour  avoir  les  segments  répondant  aux  points  a,  &,  c,  de 
l'intersection,  il  suffit,  par  les  points  a'b'c' . . .,  de  l'éléva- 
tion (fig.  P),  de  mener  des  horizontales  jusqu'aux  droites 
précédentes.  On  obtient  ainsi  en  S'a2  — S'è2  les  grandeurs 
des  segments. 

(d)  Transformées  des  polygones  (fig.  213).  —  Cela  fait  : 
d'un  point  quelconque  S",  on  trace  quatre  cercles  dont  les 
rayons  S"A"  —  S"B",  sont  les  grandeurs  des  arêtes  totales, 
prises  sur  la  figure  212  —  M. 

Mettant  une  pointe  de  compas  en  C"  avec  une  ouverture 
égale  à  CB  du  plan  (fig.  212,  N),  on  trace  un  arc  de  cercle 
qui  recoupe  en  B3  le  cercle  B"  et  donne  le  développement 
du  sommet  B  de  la  base. 

On  aura  les  autres  sommets  de  la  même  façon  ;  ainsi 
on  a  :  B3A3  =  AB  ;  A3D3  =  AD,  etc.  On  a  ainsi  en 
C"B3A3D3C3  le  développement  du  polygone  de  base. 

En  portant  sur  les  arêtes  développées  les  longueurs 
SV  —  S"63  —  S"a3,  etc. . .  prises  en  S'c2  —  S «2,  etc . . . 
sur  la  figure  M,  on  aura  le  développement  de  la  section. 

Il  sera  bon  de  s'exercer  à  découper  dans  une  feuille  de 
carton  le  développement  que  nous  venons  d'obtenir.  Afin 
de  faciliter  la  pliure  du  carton,  on  l'entame  avec  un  canif 
sur  la  moitié  de  son  épaisseur,  par  un  trait  donné  sur 
les  arêtes,  et  en  repliant  ensuite  la  feuille  on  donne  nais- 
sance au  solide  dans  l'espace  (1).  Pour  que  le  solide  puisse 
être  fermé  à  ses  extrémités,  il  faut  y  joindre  les  vraies 

(1)  Il  ne  faut  pas  considérer  ces  développements  comme  un  simple 
jeu.  Dans  la  coupe  des  pierres  on  en  fait  constamment, 
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grandeurs  de  la  base  A3B4C4D3  et  de  la  section  a3&4c4d4. 

Nous  pourrions  obtenir  cette  dernière  par  un  rabatte  - 
ment :  mais  dans  le  cas  actuel  il  sera  au  moins  aussi 
simple  de  chercher  en  A3S"C5  la  vraie  grandeur  du  plan 
diagonal,  ce  qui  donnera  en  a3c3  la  grandeur  de  la  dia- 
gonale ac  [de  la  section  et  permettra  de  construire  le 
quadrilatère  de  section  à  l'aide  de  deux  triangles  aoc4d3 
et  a3c4&4  (fig.  213). 

Fig  213 


153.  Section  droite  et  développement  d'un  prisme.  — 

(a)  Données.  —  Le  prisme  a  pour  base  le  pentagone  ABCDE 
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du  plan  horizontal.  Les  génératrices  sont  données  en 
direction  par  AA'. 

Fig.  214 


Le  plan  sécant  est  défini  par  sa  trace  horizontale  PQ 
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et  par  l'angle  a  qu'il  fait  avec  le  sol,  ce  qui  permet,  sur 
yu  de  le  représenter  par  sa  ligne  de  plus  grande 
pente  PQ'. 

(b)  Épure.  —  Comme  ici  le  plan  sécant  est  un  plan  de 
section  droite,  nous  avons  pris  sa  trace  horizontale  PQ 
perpendiculaire  aux  génératrices  du  prisme.  Le  mur  xiyi 
a  été  pris  parallèle  à  ces  arêtes  ;  on  y  a  cherché  en 
k'ia\  —  D'jd'i,  par  reports  de  hauteurs,  les  projections 
des  arêtes  (elles  y  seront  en  vraie  grandeur),  et  la  ligne 
de  plus  grande  pente  du  plan  sécant,  PQ'  est  perpendi- 
culaire aux  nouvelles  élévations  des  arêtes. 

Dès  lors  sur  l'élévation  (fig.  P),  l'intersection  se  projette 
tout  entière  en  ligne  droite  aux  points  a\b\c\d\e\.  Des 
lignes  de  rappel  donnent  ces  points  en  abcde  (fig.  N)  et  en 
ab'Ja'é  (fig.  M). 

(c)  Vraie  grandeur  de  la  section  droite.  —  Elle  est  obtenue 
en  A2B2C2. . .  (fig.  R)  par  rabattement  sur  le  plan  vertical 
o?jyi.  On  remarquera  qu'il  a  suffi,  pour  l'avoir,  de  porter 
sur  les  perpendiculaires  à  la  trace  PQ'  les  profondeurs 
relatives  des  points  abc. . .  Pour  gagner  de  la  place  on  a 
pris  les  profondeurs  relativement  à  un  plan  de  front  ZdD 
qui  passerait  par  Tarête  dD. 

(d)  Développement  (fig.  215).  —  La  section  droite  se  déve- 
loppe suivant  une  droite  a"b"c"e" . .  .On  prouvera  ce  fait  en 
remarquant  que  puisque  les  angles  se  conservent  dans  le 
développement,  les  arêtes  qui  sont  parallèles  dans  l'espace, 
et  font  entre  elles  des  angles  nuls,  feront  encore  des  angles 
nuls  après  le  développement  ;  elles  seront  donc  parallèles. 
Les  côtés  de  la  section  droite  leur  étant  perpendiculaires, 
avant  comme  après,  se  mettront  donc  dans  le  prolonge- 
ment les  uns  des  autres. 

Les  lignes  à'b"  —  b"c" . ..  de  la  section  droite  développée 
sont  prises  égales  aux  côtés  de  la  figure  R  (fig.  214). 

Enfin  les  longueurs  des  arêtes  a"A3  —  &"B3. . .  sont  prises 
sur  la  figure  286  —  P,  en  a'iA'i  —  ô'iB'i. . . 

(e)  Remarque.  —  On  voit  combien  le  mur  auxiliaire  xiy{ 
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pris  parallèle  aux  arêtes  a  été  avantageux,  puisqu'il  per- 
met, d'une  part,  d'avoir  la  section  droite  projetée  en 

Fïg.  215 


ligne  droite  et  dans  une  position  très  facile  à  rabattre  et, 
d'autre  part,  d'avoir  immédiatement  les  arêtes  en  vraie 
grandeur. 


CHAPITRE  XII1| 


PROJECTIONS  PAR  PLANS  COTÉS 

§  i .  —  Ligne  droite 

154.  Généralités.  —  Echelles.  —  Dans  ce  système,  on 
ne  donne  que  la  projection  horizontale  des  objets,  et  Ton 
supprime  la  projection  verticale.  Mais  on  écrit  à  côté  des 
points  principaux  de  l'épure  la  cote  de  ces  points,  c'est-à- 
dire  leur  hauteur  au-dessus  d'un  plan  horizontal  de  com- 
paraison convenu  à  l'avance. 

Ce  plan  est  ordinairement  le  plan  du  niveau  des  mers. 

Les  cotes  des  points  au-dessus  de  ce  plan  de  comparai- 
son sont  dites  positives,  et  se  nomment:  altitudes;  les 
cotes  des  points  au-dessous  sont  négatives,  et  se  nomment: 
profondeurs. 

On  ne  trouve  de  cotes  négatives  (ou  cotes  de  profon- 
deurs), que  dans  les  cartes  marines  indiquant  les  profon- 
deurs du  fond  des  mers. 

Les  cotes  sont  écrites  en  mètres,  et  fractions  décimales 
du  mètre  :  1,25. . .  14,55. . . 

Fig.  216 

Echelle  de  (ibl  pour  7 mètre  (7/joo) 

O  1  3  3  C  5S  7  M 

C  I  I  I  H  I  I  M  H  -J   [  |  I    1  I    ■  | 

WO    50      A  8 

Pour  être  utilisable,  un  plan  coté  doit  être  fait  à  une 
échelle  donnée,  et  cette  échelle  doit  tout  d'abord  être 
tracée  soigneusement  sur  l'épure. 

On  la  fera  comme  ci-dessus,  en  y  plaçant  une  échelle 
AB  et  une  contre-échelle  AC. 
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Dans  les  épures  de  projections  cotées,  on  a  de  très 
nombreuses  multiplications  à  effectuer.  En  général,  les 
facteurs  de  ces  opérations  sont  de  petits  nombres  dépas- 
sant rarement  trois  chiffres.  On  se  servira  utilement  pour 
cela  de  tables  de  multiplication  toutes  faites,  ou  bien  en- 
core de  la  règle  à  calcul. 

Nota.  —  Dans  les  croquis  qui  se  rencontreront  plus 
loin,  nous  supposerons,  à  moins  d'indication  contraire, 
que  l'échelle  est  celle  qui  vient  d'être  dessinée  (fig.  216). 

155.  Définitions.  —  (a)  Graduation,  cotes  rondes.  —  On 
donne  la  projection  horizontale  et  les  cotes  des  points 
principaux. 

Si  le  plan  est  à  une  faible  échelle,  on  gradue  la  droite 
de  10  mètres  en  10  mètres,  ou  de  5  mètres  en  5  mètres. 
Si  l'échelle  est  plus  grande,  on  la  gradue  de  mètre  en 
mètre  on  bien  de  50  centimètres  en  50  centimètres.  Les 
points  auxquels  répondent  des  cotes  données  en  nombres 
équidistants  se  nomment  des  points  à  cote  ronde. 

D'ailleurs,  il  est  de  convention  dans  les  dessins  servant 
aux  travaux  publics  ou  aux  travaux  militaires  de  déter- 
miner la  graduation  d'après  l'échelle. 

(b)  Equidistance .  —  On  nomme  équidistance  la  hauteur 
constante  qui  séparera,  sur  une  même  carte,  les  plans  de 
niveau  des  différents  points  pour  lesquels  on  écrit  les 
cotes  rondes. 

On  convient  ordinairement  de  prendre  l'équidistance 
égale  au  1/2  000  du  dénominateur  de  l'échelle. 

D'après  cela,  pour  les  échelles  de  1/5000,  1/10000, 
1/20000,  les  équidistances  seront  2m, 50,  5m.00,  10m,00,  etc. 

Ces  règles  ne  sont  pas  absolues. 

(c)  Nota.  —  Nous  supposerons  dans  cette  leçon  théorique 
l'équidistance  égale  à  1  mètre,  c'est-à-dire  la  droite  graduée 
de  mètre  en  mètre  ;  les  résultats  obtenus  seront  faciles  à 
généraliser  pour  les  cas  où  l'équidistance  serait  différente. 

(d)  Intervalle.  —  On  nomme  intervalle  la  distance  qui 
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sépare  horizontalement  deux  points  de  cote  ronde  qui  se 
suivent. 

(e)  Pente.  —  On  nomme  pente,  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l'angle  formé  par  la  droite  avec  le  plan 
horizontal. 

Pour  la  droite  mn  (fig.  217),  l'intervalle  mesuré  à  l'é- 
chelle est,  je  suppose,  de  lm,55. 
Soit  p  la  pente,  et  soit  i  l'intervalle  (fig.  page  191). 

(f)  Triangle  unitaire.  —  Considérons  le  triangle  rectan- 
gle M'N'n',  que  nous  nommerons  le  triangle  unitaire,  qui 
aurait  pour  hypoténuse  la  droite  M'N'  de  l'espace,  pour 
base  horizontale  l'intervalle  mn,  et  pour  hauteur  la  diffé- 
rence de  niveau  des  points  M  et  N,  c'est-à-dire  1  mètre  ; 
ce  triangle  donne  pour  angle  à  la  base  a  : 

tg  a  —  p  =  —,  d  ou  i  —  — , 

l  p 

donc  : 

(g)  Théorème.  —  La  pente  et  l'intervalle  sont  inverses 
l'un  de  l'autre. 

156.  Graduer  la  droite  joignant  deux  points.  —  {a) 

Calcul  de  V intervalle.  —  Connaissant  la  distance  pro- 
jetée, d,  de  deux  points  cotés,  A  et  B,  et  les  cotes  c  et 
c'  de  ces  deux  points,  calculons  d'abord  intervalle  i  et  la 
pente  p  de  la  droite  qui  les  joindrait.  (Même  figure  217  ) 

Soit  d  (distance  de  a  et  de  b)  =  1,35,  mesurée  à  l'échelle. 

Soit  c  (cote  du  point  b)  —  12,15.  )  Ces  cotes  sont  écrites 

Soitc'  (cote  du  point  a)  =  10,35.  )       sur  le  plan. 

Le  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  hypoténuse 
AB  de  l'espace  est  semblable  à  celui  qui  aurait  pour 
hypoténuse  deux  points  équidistants  de  1  mètre  en  hau- 
teur, et  que  nous  avons  nommé  le  triangle  unitaire. 

Nous  aurons  donc  le  rapport  : 

i  (intervalle)  d 
1  (équidistance)  ~~  c  —  c" 
d 

d'où  1  =   ; 

c  —  c 

(formule  importante). 
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d  1,35  _  1,35 


==  0,75. 


c—d      12,15  —  10,35  1,80 
1        1,80  _     1  4 


=  1,33. 


i        1,35      0,75  3 


(b)  Point  initial  à  cote  ronde.  —  L'intervalle,  une  fois 
connu  (ici,  0,75),  plaçons  un  point  à  cote  ronde,  par 
exemple  le  point  de  cote  10  ;  soit  m  ce  point  en  projection. 

Dans  l'espace,  il  est  à  0,35  au-dessous  du  point  a  ;  et  si 
nous  désignons  par  x  la  distance  projetée  am,  nous  aurons 
encore,  en  comparant  le  triangle  qui  a  AM  pour  hypo- 
ténuse, au  triangle  unitaire  qui  lui  est  semblable: 


Dès  lors,  on  prend  0m,26  sur  l'échelle,  et  on  porte  cette 
distance  de  a  en  m. 

Ayant  le  point  à  cote  ronde,  10,  en  portant  autant  de 
fois  que  l'on  voudra  l'intervalle,  à  partir  de  ce  point  10, 
on  aura  les  points  11,  12, 13,  etc. 

157.  Trouver  la  cote  d'un  point  pris  sur  une  droite.  — 

Sur  l'échelle,  on  mesurera  l'intervalle  de  la  droite 
{même  fig.  217). 


On  mesurera  à  l'échelle  la  distance  x,  du  point  donné  a, 
au  point  m  de  cote  ronde  immédiatement  inférieure. 
Supposons  que  m  soit  à  la  cote  10. 


Pour  calculer  l'altitude  y  du  point  M  au-dessus  du 
point  A,  on  aura  : 


Soit   z  =  0,75. 


Soit   x  —  0,26   (mesuré  à  Féchelle). 


y  1  (équidistance) 
x  ~~    i  (intervalle)  ' 


d'où 


158.  Placer  sur  une  droite  un  point  de  cote  donnée 
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(môme  figure).  —  Soit  la  droite  donnée  10,  11,  12..  ;  on 
veut  placer  le  point  a  dont  la  cote  est  10,35. 

Le  point  a  se  placera  entre  10  et  11,  à  une  distance  x 
du  point  m  (cote  10),  que  l'on  va  calculer. 

Fig.  217 


On  aura,  en  considérant  toujours  dans  l'espace  le  triangle 
rectangle  qui  aurait  AM  pour  hypoténuse,  et  le  compa- 
rant au  triangle  unitaire  : 

x  i  , 

—  =  —,  d'où  x  —  tX  0,35  =  0,75x0,35. 

U,jo  1 

x  —  0,2G 

(que  l'on  mesure  sur  l'échelle  et  que  l'on  porte  sur 
l'épure). 

§  2.  —  Plan 

159.  Représentation  du  plan.  —  Echelle  de  pente.  — 

On  définit  un  plan  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente. 
On  sait  que  cette  droite  est  perpendiculaire  aux  horizon- 
tales du  plan,  dans  l'espace  et  en  projection. 

Cette  droite,  que  l'on  représente  par  un  double  trait,  se 
nomme  Yèchelle  de  pente  du  plan.  Elle  sera  graduée 
comme  une  droite  ordinaire. 
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Les  horizontales  du  plan  seront  figurées  par  des  droites 
perpendiculaires  à  l'échelle  de  pente. 

160.  Trouver  la  cote  d'un  point  d'un  plan  (fig.  218).  — 
Soit  AB  l'échelle  de  pente  du  plan,  graduée  10,  11,  12; 
et  m  un  point  quelconque  du  plan. 

Fig.  218 


On  mène  l'horizontale  mm' .  On  prend  sa  rencontre  m' 
avec  réchelle  de  pente,  et  Ton  calcule,  comme  on  Fa  fait 
pour  une  droite  (n°  157),  la  cote  du  point  m'.  Ce  sera 
aussi  celle  du  point  m. 

161 .  Reconnaître  si  deux  droites  se  coupent,  et  graduer 
leur  plan  (fig.  219).  —  lre  Méthode  «  par  intersection  cal- 
culée  ».  —  On  prolongera  les  deux  droites,  en  projection, 


-h  Y 
jusqu'à  leur  point  de  rencontre  m.  On  calculera  la  cote 
du  point  m  considéré  comme  appartenant  séparément  à 


w 


Fig.  219 
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chacune  des  droites.  Et  si  Ton  trouve,  pour  chaque  opé- 
ration, la  même  cote,  on  en  conclura  que  les  droites  se 
coupent. 

2e  Méthode  par  parallélisme  des  horizontales.  —  On 
joindra  les  points  de  même  cote  (15  —  15),  (14  —  14).  Si 
les  lignes  ainsi  tracées  sont  parallèles,  c'est  que  le  lieu 
géométrique  de  ces  droites  dans  l'espace  est  un  plan,  et 
par  conséquent  les  deux  lignes  se  coupent. 

Ces  parallèles  sont  des  horizontales  du  plan  des  deux 
droites.  En  leur  menant  une  perpendiculaire  XY,  on  aura 
Técheile  de  pente,  graduée  aux  points  de  rencontre  avec 
les  horizontales. 

162.  Plan  passant  par  trois  points.  —  Soient  les  trois 
points  :  a  (8,45),  b  (13,25),  c  (10,60)  (fig.  220). 


On  gradue  la  droite  ab  et  la  droite  cd  (voir  le  problème 
no  156).  On  joint  les  points  de  même  cote  ;  cela  donnera  les 
horizontales  du  plan;  en  leur  menant  une  perpendicu- 
laire, on  aura  l'échelle  de  pente,  graduée. 

163.  Intersection  de  deux  plans  (fig.  221).  —  Soient  XY 
et  X'V  Les  échelles  de  pente  des  deux  plans. 

MEM.  P-  B.  25 
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Menons  les  horizontales  de  même  cote.  Les  points  d'in- 
tersection de  ces  horizontales  doivent  être  tous  sur  une 

Fig.  221 


même  droite  a —  13,  qui  est  l'intersection.  La  construc- 
tion la  donne  toute  graduée. 

464.  Intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  (fig.  222).— 
Par  la  droite  db  on  mène  un  plan  auxiliaire  quelconque. 
Il  suffit,  pour  cela,  de  mener  par  deux  points  à  cote  ronde 

Fig.  222 


de  db  (les  points  43  et  12  par  exemple)  deux  parallèles 
quelconques  que  Ton  considérera  comme  deux  horizon- 
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taies  de  ce  plan  auxiliaire.  Il  serait  mauvais  de  prendre, 
comme  en  géométrie  descriptive,  pour  plan  auxiliaire  le 
plan  projetant  la  droite  ;  à  cause  du  raccourci  complet  de 
la  projection,  on  ne  verrait  pas  l'intersection  cherchée. 

On  prend  l'intersection  fg  de  ce  plan  auxiliaire  avec  le 
plan  donné  XY. 

La  droite  auxiliaire  fg  rencontre  la  droite  donnée  au 
point  d'intersection  cherché  m.  On  en  calculera  la  cote 
(ici,  12,45). 

165.  Par  un  point  donné  m  (8,55)  mener  un  plan  paral- 
lèle à  un  plan  donné  XY  (fig.  223,  échelle  de  1/100).  — 
Par  le  point  m,  on  mène  une  parallèle  à  la  ligne  de 
pente  XY. 

Fig.  223 


On  calcule  la  distance  x  du  point  m  au  point  de  cote  8 
de  cette  nouvelle  échelle  de  pente. 

Soit  i  —  1,35. 

On  aura  x  =  0,55x  1,35  =  0,74. 

Ayant  le  point  8,  en  reportant  sur  X'Y',  à  partir  de  ce 
point,  l'intervalle  t=l,35  pris  sur  XY,  on  graduera  la 
nouvelle  échelle  de  pente  X'Y'. 

Iô6.  Mener  par  un  point  une  droite  perpendiculaire  sur 
un  plan  XY,  et  trouver  son  intersection  avec  ce  plan.  — 

Remarquons  (fig.  224  — B)  :  1°  que  lorsqu'une  droite  AB 
est  perpendiculaire  sur  un  plan  P,  elle  est,  en  projection, 
parallèle  à  son  échelle  de  pente  puisqu'elle  doit  être  per- 
.  pendiculaire  aux  horizontales  du  plan  ; 
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2°  Que  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  horizontal  étant 
le  complément  de  celui  que  fait  le  plan,  sa  pente  est  l'in- 
verse de  la  pente  du  plan,  et  par  conséquent  aussi  son 
intervalle  est  l'inverse  de  l'intervalle  du  plan  ; 


H-f-H-4- 


Echelle  (0.01 5 pfl  m) 
1  8 


3°  Que  sa  graduation  doit  se  faire  en  sens  contraire  de 
celle  du  plan. 

Cela  posé,  soit  i  —  0,78  l'intervalle  du  plan,  mesuré  a 
l'échelle. 

L'intervalle  de  la  normale  cherchée  sera  : 


1 


ÔX8=1>28- 


La  projection  de  la  droite  sera  mny  parallèle  à  XY,  et 
elle  est  graduée  facilement  puisque  la  cote  de  m  est  17  et 
que  l'intervalle  =  1,28.  On  remarquera  qu'elle  doit  être 
graduée  en  sens  inverse  du  plan  XY. 

Tour  avoir  le  point  n,  où  la  normale  perce  le  plan,  on 
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résout  le  problème  :  intersection  d'une  droite  et  d'un  plan 
(v.  n°  173). 

167.  Par  une  droite  donnée  ab,  mener  un  plan  ayant 
une  pente  donnée  (p  =  2/3).  —  (a)  Solution  dans  l'espace. 
—  A  été  donnée  plus  haut  (n°  108). 

(b)  Epure.  —  Pour  faire  l'épure  (fig.  225),  nous  pren- 
drons sur  ab  deux  points  à  cote  ronde.  Les  points  10 
et  14  par  exemple.  Le  cône  aura  son  sommet  au  point  10 
et  sa  base  sur  le  plan  horizontal  14. 

Fig.  225 


t~4~*f    -H  f      \       I      -fr=  I       I  —f 


,0Û  Echelle  de 

Calculons  son  rayon  de  base  R.  La  différence  de  niveau 
est  de  4m  entre  le  sommet  et  la  base.  On  aura  donc  : 
4  =  IÎXp,         d'où  (puisque  p  =  2/3)  : 
4  3 

K  =  —  =  4  x  -r  >  et         11  =  6  mètres, 

p  2 

On  mesurera  6m  sur  l'échelle.  On  tracera,  du  point  14 
comme  centre,  le  cercle  de  rayon  R  =  6m,  et  on  lui  mè- 
nera une  tangente  ac  du  point  10. 

ac  est  l'horizontale  de  cote  10  du  plan  demandé. 

La  ligne  de  pente  XY  sera  une  perpendiculaire  à  la 
droite  ac.  On  la  graduera  facilement. 
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(a)  Remarque.  —  Il  y  a  deux  solutions.  11  pourrait  aussi  ne 
pas  y  en  avoir  si  le  cercle  de  rayon  R  passait  au-delà  de  a. 
Ce  problème  est  très  souvent  résolu  dans  les  travaux  de 
terrassements,  surtout  dans  la  fortification. 

168.  Par  un  point  m  d'un  plan,  mener  dans  ce  plan  une 
droite  ayant  une  pente  donnée  (p  —  2/5).  —  (a)  Solution 
dans  l'espace.  —  (V.  n°  99.) 

{b)  Epure.  —  Soit  7,85  la  cote  du  point  m  pris  dans  le 
plan  XY  (fig.  226). 


Fig.  226 


Echelle  de  i/eoo 


Considérons  un  cône  de  pente  2/5  ayant  son  sommet  au 
point  m,  et  sa  base  sur  le  plan  horizontal  de  cote  5,  par 
exemple. 

Le  rayon  de  sa  base  sera  : 

7,85  -  5      2,85      2,85  x5 

R  =  ~T~  =  275  =  "r-  =  7'05' 

Du  point  m,  comme  centre,  on  tracera  le  cercle  de 
rayon  R  =7,05.  Il  recoupera  l'horizontale  du  plan  dont 
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la  cote  est  5  en  deux  points  »  et  n,  Ce  qui  donnera, 
comme  solution,  les  deux  droites  mn  et  mn,  faciles  à 
graduer. 

Le  problème  aurait  pu  ne  pas  avoir  de  solution. 

169.  Angle  de  deux  droites  (fig.  227).  —  Soient  ab  et  cd 
ces  deux  droites.  Par  un  point  de  cote  ronde  de  cd,  le 
point  10,  par  exemple,  on  mène  une  parallèle  à  ab.  Soit 
a'V  cette  parallèle. 

Fig.  227 


cd  et  a'b'  définissent  un  plan  que  Ton  rabat  sur  le  plan 
de  cote  7,  par  exemple,  autour  de  l'horizontale  7,7  comme 
charnière.  L'épure  s'explique  d'elle-même.  Elle  est  iden- 
tique à  l'épure  analogue  de  la  géométrie  descriptive  (pre- 
mière partie,  n°  105). 
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170.  Angle  de  deux  plans  (fig.  228).  —  On  cherche  en  ab 
l'intersection  des  deux  plans  (n°  172). 

On  rabat  le  plan  projetant  de  ab  sur  le  plan  horizon- 
tal 18,  par  exemple. 

Soit  «Bi  cette  intersection  rabattue.  On  lui  mène  une 
perpendiculaire  quelconque  Gi  ;  par  le  point  i  une  per- 
pendiculaire h  ab  jusqu'aux  points  m  et  n  où  elle  ren- 
contre les  horizontales  17  des  deux  plans. 


iG  est  le  rayon  de  rotation  du  point  G  de  l'espace,  som- 
met du  rectiligne  de  l'angle  des  deux  plans. 

On  rabat  iG  en  iG*,  ce  qui  donne  en  mG^n  l'angle 
cherché  a. 


171 .  Plateforme  avec  rampe  (fig.  229).  —  (a)  Enoncé,  — 
Une  plateforme  horizontale  est  établie,  partie  en  remblai, 
partie  en  déblai,  sur  un  terrain  uni  dont  la  pente  est  com- 
prise entre  1/8  et  1/12  (on  a  pris  p  —  1/10). 

La  plateforme  ABCD  est  rectangulaire  et  horizontale; 


Fig.  228 

X 

57  // 


Echelle 
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sa  longueur  BG  est  de  10  mètres,  sa  largeur  AB  de  6  mè- 
tres. Aucun  des  côtés  de  la  plateforme  ne  doit  être  paral- 
lèle aux  horizontales  du  terrain.  Elle  sera  à  la  cote  de 
l'horizontale  du  terrain  qui  passe  par  son  centre  (7,50). 


Une  rampe  EFGH  de  3  mètres  de  largeur  et  inclinée  à 
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la  pente  de  \  /6  part  du  milieu  du  petit  côté  qui  est  en 
remblai  et  descend  jusqu'au  terrain  naturel. 

La  pente  des  talus  de  remblai  sera  de  1/2. 

La  pente  des  talus  de  déblai  sera  de  2/3  (2  de  hauteur 
pour  3  de  base). 

(b)  Talus  de  la  plateforme .  —  On  remarque,  à  priori, 
que  l'horizontale  (7,50)  du  plan  XY  rencontre  en  a  et  (3 
le  rectangle  de  la  plateforme  ;  elle  sert  de  séparation 
entre  la  partie  en  déblai  «KLp  et  la  partie  en  remblai 
aMN(3. 

i°  On  résout  trois  fois  le  problème  suivant  :  «  Par  des 
lignes  horizontales  aD,  DG  etC(3,  mener  des  plans  inclinés 
à  la  pente  de  remblai  1/2.  »  Les  intersections  de  ces  plans 
sont  les  lignes  DM  et  CN  projetées  suivant  les  bissec- 
trices des  angles  D  et  G  de  la  plateforme. 

2°  Ges  plans,  une  fois  gradués,  on  prend  leur  intersec- 
tion aM,  MN  et  N(3,  avec  le  terrain  naturel  ;  et  on  remar- 
quera que  les  lignes  MN  et  DG  prolongées  devraient  se 
rencontrer  sur  la  droite  otjî  prolongée. 

3°  Par  les  droites  aA,  AB  et  B(3,  on  mène  des  plans  de 
déblai  inclinés  à  2/3,  et,  comme  ci-dessus,  on  cherche 
leur  intersection  aK,  KL,  et  L£>  avec  le  terrain  naturel  ; 
on  remarquera  que  les  droites  KL,  AB  et  a(3  doivent  con- 
verger en  un  même  point. 

(c)  La  rampe.  —  Par  l'horizontale  EF  on  mène  un 
plan  incliné  à  la  pente  1/6,  et  on  cherche  en  HG  son 
intersection  avec  le  terrain  naturel  ;  elle  devrait  aussi 
converger  au  point  de  croisement  des  lignes  afi,  DG  et  MN. 

(d)  Talus  de  la  rampe.  —  Par  les  lignes  inclinées  EH 
et  FG,  qui  ont  dû  être  graduées,  on  résout  le  problème 
(n°  176)  :  «  Par  une  ligne  inclinée,  mener  un  plan  ayant  la 
pente  de  remblai  (1/2).  » 

On  cherche,  enfin,  en  El,  IH,  etc.,  les  intersections 
de  ces  plans  avec  ceux  qui  sont  déjà  construits. 

(e)  Remarque  générale.  —  On  doit  indiquer  les  horizon- 
tales dans  leur  entier  développement,  comme  cela  est 
fait  pour  l'horizontale  7. 
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On  la  voit  qui,  du  terrain  naturel,  se  retourne  sur  le 
remblai  aDM  pour  passer  ensuite  sur  le  remblai  DEMI, 
puis  sur  le  remblai  de  la  rampe,  puis  sur  la  rampe  elle- 
même,  etc.  Pour  finir,  elle  revient  sur  le  terrain  naturel. 

On  devra  tracer  de  même  toutes  les  horizontales.  Leurs 
divers  tronçons  doivent  se  retourner  toujours  sur  les 
lignes  d'intersection  des  plans. 

§  4.  —  Surfaces  topographi^ues 

172.  Définitions.  —  L'étude  des  surfaces  topographiques 
est  le  complément  de  la  méthode  des  projections  par 
plans  cotés. 

On  nomme  surfaces  topographiques,  les  surfaces  for- 
mées par  le  sol.  Généralement  elles  ne  sont  rencontrées 
par  une  verticale  qu'en  un  seul  point. 

Les  sections  horizontales  faites  dans  ces  surfaces  se 
nomment  des  lignes  de  niveau.  On  représente  les  surfaces 
topographiques  par  un  certain  nombre  de  lignes  de  niveau 
équidistantes  et  cotées  (fig.  230,  231).  La  surface  n'est  pas 
ainsi  rigoureusement  déterminée  ;  elle  ne  l'est  qu'approxi- 
mativement.  Il  en  résulte  que  tous  les  problèmes  concer- 
nant les  surfaces  topographiques  ne  sont  susceptibles  que 
de  solutions  approximatives. 

173.  Section  plane  d'une  surface  topjgraphique.  — 
(a)  Le  plan  est  quelconque.  —  Le  plan  est  défini  par  son 
échelle  de  pente  cotée  XY  (fig.  230). 

On  mène  les  horizontales  du  plan  dont  les  cotes  sont 
les  mêmes  que  celles  des  lignes  de  niveau  de  la  surface. 
Les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec  les  lignes  de 
niveau  correspondantes  sont  des  points  de  l'intersection 
cherchée.  On  joint  ces  points  par  un  trait  continu,  et  l'on 
regarde  la  ligne  ainsi  tracée  AB,  GDE,  comme  la  section 
de  la  surface  par  le  plan  donné. 

(b)  Le  plan  est  vertical,  (fig.   231).  —  Supposons-le 
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défini  par  sa  trace  XY.  On  peut  alors  rabattre  la  section 
sur  un  plan  horizontal  quelconque. 

Rabattons,  par  exemple,  sur  le  plan  horizontal  coté  9. 

Le  plan  coupe  la  ligne  de  niveau  (10)  en  un  point  b  qui 
se  rabat  en  B',  tel  que  bB'  égale  l'unité  de  l'échelle  de 
dessin. 

Ce  plan  coupe  de  même  la  ligne  de  niveau  (11)  en  un 
point  qui  se  rabat  en  C  tel  que  cC  égale  deux  unités  de 
l'échelle  de  dessin,  etc. . . 

On  voit  comment  on  obtiendrait  les  rabattements  des 
points  d'intersection  du  plan  avec  les  autres  lignes  de 
niveau. 

Fig.  230 


En  joignant  la  suite  des  points  aB'G'D',  etc.,  on  aura  ap- 
proximativement le  profil  de  la  section. 

Pour  avoir  la  position  du  point  de  la  section  ayant  une 
cote  donnée,  la  cote  9,50  par  exemple,  on  prend  le  milieu 
Pi  de  bB',  on  élève  en  pi  une  perpendiculaire  à  bB'.  Cette 
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droite  rencontre  le  profil  de  la  section  en  un  point  M' 
qui  est  le  point  cherché,  dont  la  projection  est  m. 

Si  l'on  fait  la  même  construction  pour  un  certain  nom- 
bre de  plans  verticaux,  on  aura  une  suite  de  points  de 
cote  9,50.  En  joignant  ces  points,  on  aura  une  ligne  de 
niveau  comprise  entre  les  lignes  de  niveau  (10)  et  (9). 

Une  ligne  ainsi  comprise  entre  deux  lignes  de  niveau 
données  s'appelle  ligne  intercalaire . 

174.  Trouver  la  cote  d'un  point.  —  Reportons-nous  à  la 
figure  précédente  231.  Soit  m  le  point  donné;  on  mène 
par  m  un  plan  vertical.  Soit  XY  la  trace  de  ce  plan  ver- 
tical sur  le  plan  horizontal  de  cote  9. 

Fig.  231. 


On  construit,  comme  ci-dessus,  le  profil  de  la  section 


200 


PROIEGTIONS  PAU  PLANS  COTÉS 


faite  dans  la  surface  par  ce  plan,  et  en  élevant  ensuite  en 
m  une  perpendiculaire  mM',  on  obtient  le  point  M'  ;  la 
longueur  mM',  mesurée  à  l'échelle,  détermine  la  cote  du 
point  m. 

175.  Intersection  de  deux  surfaces  topographiques. — 

Ces  deux  surfaces  sont  représentées  par  des  lignes  de 
niveau . 

Les  points  d'intersection  des  lignes  de  niveau  de  même 
cote  sont  des  points  de  l'intersection  cherchée.  On  joint 
tous  les  points  par  un  trait  continu,  et  l'on  obtient  ainsi 
la  ligne  cherchée. 

176.  Intersection  d'une  surface  topographique  et  d'une 
droite.  —  On  mène  parla  droite  un  plan  quelconque  ;  on 
cherche  l'intersection  de  la  surface  avec  ce  plan  auxi- 
liaire, et  Ton  prend  les  intersections  de  la  droite  avec  la 
section  ainsi  déterminée. 

Ce  procédé  est  applicable,  si  au  lieu  d'une  droite  on  a  une 
courbe  cotée  quelconque.  On  mène  par  la  ligne  une  sur- 
face auxiliaire  ;  on  cherche  l'intersection  de  cette  surface 
avec  la  première,  et  ensuite  les  points  d'intersection  de- 
cette  ligne  auxiliaire  avec  la  ligne  donnée. 

On  choisit  de  préférence,  comme  surface  auxiliaire,  un 
cylindre  ayant  pour  directrice  la  courbe  donnée,  et  dont 
les  génératrices  sont  horizontales.  Les  intersections  de 
ces  génératrices  avec  les  lignes  de  même  cote  de  la  sur- 
face donnée  servent  alors  à  résoudre  facilement  le  pro- 
blème. 

177.  Lignes  d'égale  pente. —  (a)  Définition.  —  On  ap- 
pelle ligne  d'égale  pente  d'une  surface  topographique, 
une  ligne  telle  que  la  tangente  en  chacun  de  ses  points 
garde  une  pente  constante.  Si  nous  considérons  le  cylin- 
dre vertical  qui  projette  cette  ligne,  les  tangentes  font 
constamment  le  même  angle  avec  les  génératrices.  La 
ligne  d'égale  pente  sera  donc  une  hélice  tracée  sur  ce 
cylindre.  Son  développement  serait  une  droite. 
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On  ne  peut  tracer  qu'approximativement  une  ligne 
d'égale  pente  une  surface  donnée.  On  ne  connaît 
exactement  que  les  intersections  de  la  surface  par  des 
plans  horizontaux  équidistants,  et  Ton  admet  que  les 
cordes  d'intersection  de  la  ligne  d'égale  pente  sont  égale- 
ment inclinées  sur  le  plan  horizontal;  comme,  du  reste, 
leurs  extrémités  sont  à  des  niveaux  dont  la  différence  est 
constante,  il  s'ensuit  que  les  longueurs  de  leurs  projec- 
tions sont  égales. 

(b)  Tracé.  —  Ainsi,  pour  tracer  du  point  A  (fig.  232) 
une  ligne  ayant  une  pente  donnée,  il  suffira  :  1°  de  dé- 
crire de  A  comme  centre  un  arc  de  cercle  de  rayon  égal 


Fig.  232 


a 


à  la  projection  de  la  corde  qui  fait  l'angle  donné  avec  le 
plan  horizontal;  2°  de  chercher  son  intersection  b  avec 
la  ligne  de  niveau  suivante  ;  de  même  pour  c  et  ainsi  de 
suite.  On  obtient  ainsi  en  général  deux  directions  à  partir 
de  chaque  point.  De  b,  par  exemple,  on  pourrait  prendre 
la  seconde  direction  bc'  au  lieu  de  bc,  et  l'on  aurait  ob- 
tenu c'  en  faisant  ce  que  Ton  appelle  un  lacet. 

178.  Tracer,  à  fleur  de  sol,  une  ligne  d'égale  pente  par- 
tant d'un  point  A  et  aboutissant  à  un  autre  point  donné  L 

(fig.  233).  —  Dans  le  problème  précédent  on  se  donnait 
une  pente  déterminée  et,  partant  d'un  point  quelconque,  Af 
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on  obtenait  facilement  un  cheminement  Abcd,  avec  ou 
sans  lacets,  dont  tous  les  éléments  avaient  la  pente  vou- 
lue. Mais  de  cette  façon  on  ne  connaît  pas,  a  priori,  le 
point  d  ou  â!  auquel  on  aboutira. 

Dans  le  problème  actuel,  on  se  donne  (fig.  233)  un  point 
de  départ  A,  un  point  d'arrivée  L,  et  l'on  demande  avec 
quelle  pente  constante  il  faut  cheminer  sur  la  surface  et 
quel  chemin  il  faut  suivre  pour  aller  de  A  en  L.  C'est  le 
problème  de  la  route  à  pente  uniforme  tracée  à  fleur 
de  sol. 


On  connaît  la  distance  AL  en  ligne  droite  et  la  diffé- 
rence des  cotes  des  deux  points  A  et  L  ;  on  connaît  donc, 
à  peu  près,  la  pente  qu'il  faudra  choisir  pour  arriver  près 
du  point  L. 

Soit  p  cette  pente  approximative  dite  :  pente  d'essai. 

On  en  déduit  approximativement  un  intervalle  d'essai 
AU  que  l'on  prendra  comme  rayon  ;  supposons  que  l'on  a 

i  ==  Ab'  =  1/8  ; 
avec  ce  premier  rayon  et  en  procédant  comme  au  n°  177,  on 
arrivera  à  un  point  L'  voisin  de  L.  On  conclut  de  ce  pre- 
mier essai  que  l'on  avait  pris  un  rayon  trop  grand. 
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On  le  diminuera  donc  un  peu,  et  par  un  second  essai  on 
arrivera  en  un  autre  point  L"  qui  n'est  pas  encore  le 
point  L.  Cette  fois  nous  avions  pris  un  rayon  trop  petit. 

Pour  déduire  de  ces  deux  essais  le  véritable  rayon,  por- 
tons maintenant  sur  une  droite  Mb",  à  partir  d'un  point 
quelconque  M,  les  longueurs  Mb',  Mb",  Mb'",  égales  aux 
rayons  d'essai,  et,  aux  points  b',  b\  b'",  élevons  des  ordon- 
nées égales  aux  erreurs  LL',  LL",  en  ayant  soin  de  les 
porter  positives  quand  les  erreurs  à  l'arrivée  sont  com- 
mises d'un  côté  du  point  donné  L  et  négatives  quand  elles 
sont  de  l'autre  côté.  La  courbe  formée  par  les  points  b, 
b",  b'"  ainsi  obtenus,  est  ce  que  l'on  nomme  une  courbe 
d'erreur;  on  prend  son  intersection  w  avec  la  droite  Mb", 
et  la  distance  du  point  M  au  point  d'intersection  w  donne 
la  longueur  du  rayon  qui  répond  à  la  question.  En  partant 
alors  de  A,  avec  cette  longueur  Ma>  comme  rayon,  on 
aboutira  au  point  L. 

179.  Lignes  de  plus  grande  pente.  —  On  nomme  ligne 
de  plus  grande  pente  une  ligne  telle  qu'elle  ait  pour  tan- 
gente en  chacun  de  ses  points  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  tangent  en  ce  point  ;  ce  sera  donc  la  trajec- 
toire orthogonale  des  lignes  de  niveau. 

Une  goutte  d'eau  qui,  partant  du  repos,  coulerait  sur 
une  surface  topographique,  suivrait,  dans  le  premier  mo- 
ment, une  ligne  de  plus  grande  pente.  Dans  la  suite  sa 
vitesse  acquise  se  combinant  avec  celle  qu'elle  tend  à 
prendre  en  chaque  point,  fait  que  la  véritable  trajectoire 
d'une  goutte  d'eau  n'estpas  une  ligne  de  plus  grande  pente. 

Quand  la  surface  est  à  courbures  opposées  et  que  le 
plan  tangent  est  horizontal,  on  a  ce  que  les  topographes 
appellent  un  col. 

180  (1).  Plan  tangent  à  une  courbe  cotée  etpassantparune 

droite  donnée  (fig.234). —  Soit  MN  ladroiteet  AB  lacourbe: 

(1)  Ce  problème  et  les  suivants  ne  sont  pas  élémentaires.  On 
pourra  ne  les  étudier  qu'après  avoir  lu  la  3e  partie  (surfaces  réglées, 
gauches  ou  développables). 
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Joignons  les  points  de  même  cote  sur  la  droite  MN  et 
sur  la  courbe  ;  nous  obtenons  ainsi  des  horizontales  s'ap- 
puyant  à  la  fois  sur  la  droite  et  sur  la  courbe;  nous  les 
considérerons  comme  les  génératrices  d'un  conoïde  dont 
leplan  directeur  serait  le  plan  horizontal  (1).  Si  l'on  connais- 
sait le  point  de  contact  sur  la  courbe,  en  ce  point  le  plan 
tangent  au  conoïde  serait  le  même  qu'au  point  de  la  géné- 
ratrice situé  sur  la  droite. 


Fig.234  Fig,  235 


Mais  d'après  une  remarque  qui  sera  faite  à  propos  du 
conoïde,  c'est  ce  qui  caractérise  une  génératrice  singu- 
lière, c'est-à-dire  une  génératrice  telle  que  la  génératrice 
infiniment  voisine  lui  soit  parallèle.  Le  plan  tangent  y  est 
invariable  tout  le  loug  de  la  génératrice. 


(i).  Un  Conoïde  est  une  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  1°  en  rencontrant  une  courbe  fixe,  2°  en  rencontrant  une  droite 
fixe,  3°  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné  dit  :  plan  directeur. 
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Il  suffira  de  voir  pour  quelle  cote  deux  génératrices  voi- 
sines seront  sensiblement  parallèles;  le  point  de  contact 
se  fera  entre  les  deux  points  correspondants  de  la  courbe. 
Ici  le  point  cherché  est  approximativement  en  S  à  la  cote 
10,50  entre  les  deux  horizontales  parallèles  10  et  11. 

181.  Plan  tangent  à  une  surface  topographique  V  mené 
par  une  droite  donnée  MN  (fig.  235).  —  (a)  La  droite  est 
quelconque.  —  La  solution  est  tout  à  fait  analogue.  Pour 
avoir  le  plan  tangent,  on  mène  par  les  points  de  la  droite 
des  tangentes  aux  courbes  de  même  niveau,  et  on  cherche 
parmi  ces  horizontales  celles  pour  lesquelles  on  a  sensi- 
blement des  droites  parallèles.  Ici  les  droites  sont  paral- 
lèles entre  10  et  il.  Le  point  de  contact  est  sensiblement 
le  point  P  (10,50). 

(b)  La  droite  est  horizontale.  —  La  construction  précé- 
dente n'est  plus  applicable.  Nous  donnerons  deux  méthodes. 

lrc  Méthode.  —  On  mène  alors  (fig.  236)  des  tangentes 
aux  courbes  de  niveau,  parallèles  à  la  ligne  donnée;  elles 
déterminent  un  cylindre  circonscrit,  à  génératrices  hori- 
zontales. Le  plan  tangent  mené  à  ce  cylindre  sera  tangent 
à  la  surface.  Pour  le  déterminer,  faisons  une  section  dans 
ce  cylindre  par  un  plan  vertical  XY  ;  ce  plan  rencontre  la 
droite  en  un  point  a,  et  il  coupe  le  plan  tangent  demandé 
suivant  une  droite  qui  doit  être  tangente  à  l'intersection. 
Or,  quelle  que  soit  la  droite  qu'on  mène  par  a,  si  par  cette 
droite  on  mène  un  plan  tangent  à  la  courbe  d'intersection, 
on  aura  toujours  le  même  point  de  contact. 

Menons  alors  par  le  point  a  une  droite  que  nous  co- 
tons, et  le  problème  est  ramené  au  cas  précédent.  Ayant 
le  point  de  contact  sur  la  courbe,  la  génératrice  corres- 
pondante donnera  le  point  de  contact  sur  la  surface.  Ici 
la  droite  auxiliaire  menée  par  a  a  été  prise  ayant  MN 
pour  projection .  Si  la  droite  MN,  et  par  suite  si  le  point  a 
a  pour  cote  8,80,  par  exemple,  on  tracera  comme  nous 
l'avons  indiqué  dans  la  méthode  des  projections  cotées, 
la  droite  «N,  cotée  10,  11...  On  mène  les  droites  10  —  10', 
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11 — 11'...  et  on  cherche  comme  ci-dessus  le  point  pour 
lequel  elles  sont  parallèles.  On  le  trouvera  entre  10  et  11. 

Fig.  236 

1  i 
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2e  Méthode.  —  Par  rabattement  (il  n'y  a  pas  de  figure 
spéciale).  On  coupe  le  cylindre  précédent  par  un  plan  ver- 
tical XY  dont  on  prend,  de  préférence,  la  trace  perpendi- 
culaire sur  MN.  On  rabat  la  section  faite  ainsi  dans  le 
cylindre.  Par  le  point  Ai,  où  le  plan  coupe  la  droite  MN, 
on  mène  une  tangente  Ai,Pi  à  la  section  cylindrique,  et 
Ton  a  en  Pi  le  point  de  contact  ;  on  en  déduit  la  généra- 
trice de  contact  sur  le  cylindre.  Le  point  P  où  cette  gé- 
nératrice rencontre  la  ligne  des  points  de  contact  du 
cylindre  auxiliaire  et  de  la  surface,  donne  le  point  de  con- 
tact du  plan  tangent  cherché.  Son  échelle  de  pente  s'ob- 
tiendra facilement. 
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182.  Cône  circonscrit  à  une  surface  topographique.  — 

drc  Méthode.  —  On  peut  couper  par  des  plans  verticaux 
passant  par  le  point  S,  sommet  du  cône,  rabattre  les  sec- 
tions et  déterminer  dans  chacune  la  tangente  à  la  courbe 
de  section. 

2e  Méthode.  —  On  peut  mener  par  S  une  droite  quel- 
conque et  par  cette  droite  un  plan  tangent  à  la  surface 
(n°  184  )  ;  le  point  de  contact  est  un  des  points  cherchés  ; 
en  faisant  varier  la  droite,  on  aura  autant  de  points  que 
Ton  voudra  de  la  courbe  de  contact. 

3e  Méthode  (fig.  237).  — Prenons  une  seule  droite  auxi- 
liaire SV.  Cotons  cette  droite,  et  par  elle  menons  des 
plans  tangents  aux  diverses  sections  que  Ton  peut  faire 
par  des  plans  verticaux,  tels  que  ST,  passant  par  S,  pro- 
blème que  nous  avons  déjà  traité  au  n°  190. 

Fig.  237 


Si  Tonne  tient  à  avoir  que  le  point  de  contact  situé  dans 
une  certaine  zone  ab,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire, 
on  fait  tourner  la  droite  ST,  trace  de  la  section  verticale, 
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PROJECTIONS  PAR  PLANS  COTÉS 


jusqu'à  ce  qu'en  joignant  les  points  de  même  cote  entre 
les  limites  ab,  on  ait  des  droites  sensiblement  parallèles. 
Dans  le  cas  de  la  figure,  on  cherchera  à  donner  au  plan 
vertical  une  position  telle  que  les  horizontales  12  et  13 
deviennent  parallèles. 

Pour  le  cylindre  circonscrit,  la  solution  est  tout  à  fait 
analogue. 

Dans  les  questions  de  défilement,  en  fortification,  on  a 
très  souvent  à  résoudre  le  problème  qui  vient  d'être  traité. 


FIN  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE 
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